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УДК 532.546 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ О ДЕБИТЕ 

НАКЛОННОЙ СКВАЖИНЫ, РАБОТАЮЩЕЙ  
В КУСОЧНО-НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ1 

А.А. Аксюхин 
Орловский государственный университет, aksjuhin@au.ru 

 
 Как правило, водо- и нефтеносные пласты грунта не являются однородными. 
Их проницаемость непрерывно меняется от точки к точке или скачком на границах 
стыковки пород с различными проницаемостями. Трёхмерные фильтрационные 
течения к скважинам в таких слоях наименее изучены, а расчёт их дебита пред-
ставляет большой практический интерес. 
 Построена математическая модель трёхмерного фильтрационного течения к 
несовершенной наклонной эксплуатационной скважине, работающей в кусочно-
неоднородной по проницаемости среде. Проведён численный расчёт картины тече-
ния к такой скважине. 
 
 1. Постановка задачи. 
 Рассмотрим стационарную напорную линейную фильтрацию несжи-
маемой жидкости к наклонной несовершенной (по форме вскрытия пласта) 
скважине. Область D  течения жидкости ограничена гладкой замкнутой по-
верхностью питания σΠ  класса Ляпунова и непроницаемой плоскостью σ 0 . 
Причём, область D  разбивается замкнутой поверхностью σ  того же класса, 
что и σΠ , на две области: внешнюю D1 и внутреннюю D2 , среды в которых, 
в отличие от работ [1-3], характеризуются отличающимися друг от друга 
переменными коэффициентами проницаемостей ( ) 2

11 MzkMK =  и ( ) 22 kMK =  
соответственно ( νν const=k , 2,1=ν ). Здесь ( )zyxM ,,  – точка области D . 
Поверхности σΠ  и σ  не касаются и не пересекаются. 
 Течение жидкости в областях Dν , ν = 1 2,  описывают искомые квази-
потенциалы скоростей ( )ϕν M , которые всюду в области Σ\D , за исключе-
нием фильтра скважины, удовлетворяют записанному в безразмерных вели-
чинах уравнению: 

( ) ( )[ ] 0=∇∇ MMK νν ϕ , Σ∈ \DM ,    (1.1) 
где Cσσσσ UUU 0Π=Σ , где Cσ  – поверхность фильтра скважины, и усло-
виям сопряжения на границе σ  [1]: 

( ) ( ) ( ) ( ) −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

MM n
MMK

n
MMK

 
 

 
 2

2
1

1 ∂
ϕ∂

∂
ϕ∂ , ( ) ( )ϕ ϕ1 2

+ −=M M , M ∈σ .      (1.2) 

Здесь nM  — внешняя нормаль к поверхности σ , а индексы «+» и «–» озна-
чают предельные значения соответствующих функций при приближении к 
σ  извне и изнутри соответственно. 
 На сингулярной плоскости σ 0  функция ( )M1ϕ  удовлетворяет условию 

                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 03-01-96433). 
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 y0i  y1i  y 

 x0i 

 x1i 

 x 
 z0i

 z1i

 RCi 

 αi 

 θi 

 M0i 

 M1i 

 MCi

O(0,0,0) 

 z

 Li 

( ) ( ) 0
 

 1
1 =

Mn
MMK

∂
ϕ∂ , M ∈σ 0 .    (1.3) 

 Наклонная скважина целиком расположена в области 2D , и поверх-
ность её фильтра Cσ  не имеют общих точек с поверхностями σ  и σ 0 . 
Фильтр скважины будем моделировать круговым цилиндром CL  длины L  и 
радиусом CR . 
 Согласно [4], поверхность постоянного давления на фильтре скважи-
ны можно считать узкими эллипсоидами Cσ  с фокусами в точках, совпа-
дающими с центрами основания цилиндра. При этом полуоси эллипсоида 
будут близки к CR  и 2L , а объёмы цилиндра CL  и эллипсоида Cσ  будут 
незначительно отличаться друг от друга. 
 Работу скважины можно моделировать линейным стоком длины L , 
расположенным на оси цилиндра CL , с расходом Π  жидкости в единицу 
времени. Величину Lq /Π=  будем называть дебитом скважины, приходя-
щимся на единицу длины фильтра. Эту величину необходимо отыскать. 
 Давления жидкости на поверхностях питания σΠ  и фильтре скважины 
σ  считаются известными и задаются соотношениями: 

( ) 01 =− Mϕ , M ∈σΠ .     (1.4) 
( ) CMC =2ϕ , CCM σ∈ .     (1.5) 

Здесь, в силу малости размеров фильтра скважин по сравнению с размерами 
областей νD , 2,1=ν , считается, что const=C  – среднее значение давления 
на фильтре скважины, а точка CM  является средней точкой поверхности 
фильтра Cσ , ( )M−

1ϕ  – предельное значение квазипотенциала при подходе к 
границе σΠ  изнутри. 
 Декартову систему координат x y z, ,  выберем так, чтобы плоскость 
xOy  совпадала с плоскостью σ 0 , а ось Oz  была направлена в область D  
(см. рис. 1.). 

Рис. 1. Фильтр скважины в области фильтрации 
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Пусть один из концов фильтра скважины (например, ближайший к плоско-
сти σ 0 ) расположен точке ( )0000 ,, zyxM , тогда координаты второго конца 
фильтра ( )1111 ,, zyxM  вычисляются по формулам: 

αθ cossin01 ⋅+= Lxx ; αθ sinsin01 ⋅+= Lyy ; θcos01 Lzz += ,   (1.6) 
где θ  и α  – углы сферической системы координат, связанной с выбранными 
декартовыми координатами, показанные на рис. 1. 
 Известно также, что в отсутствии границ σ  и Πσ , течение в области 

21 DDD U=  описывает квазипотенциал ( )M*
1ϕ , если проницаемость среды 

изменяется по закону ( )MK1 , или – ( )M*
2ϕ , если среда имеет проницае-

мость ( )MK2 . Функции ( )M*
νϕ , 2,1=ν  являются решениями уравнений 

(1.1), удовлетворяют условию (1.3) и содержат искомый дебит скважины q: 
( ) ( )MqM ** ~

νν ϕϕ = , 2,1=ν ,    (1.7) 
где ( )M*~

νϕ  – заданные функции координат. 
 2. Сведение задачи о дебите системы наклонных скважин к систе-
ме интегральных уравнений. 
 Поиск решения задачи (1.1)-(1.5), (1.7) будем проводить в виде: 

( ) ( ) ( )MMM ννν ϕϕ Φ+= * , Σ∈ \νDM , ν = 1 2, ,    (2.1) 
где ( )MνΦ  – квазипотенциалы возмущения, обусловленные наличием гра-
ниц σ  и Πσ . 
 Как показано в работе [5], квазипотенциалы ( )MνΦ , ν = 1 2,  можно 
моделировать квазипотенциалами простого слоя, распределёнными с плот-
ностями νg  и f , ν = 1 2,  по поверхностям σ  и Πσ . В частности: 

( ) ( ) ( ) ( ) +=Φ ∫
σ

σ NdNMFNKNgM ,1111 ( ) ( ) ( )∫
Π

Π
σ

σ TdTMFTKTf ,11 , Σ∈ \1DM , 

(2.2) 
( ) ( ) ( ) ( )∫=Φ

σ

σ NdNMFNKNgM ,2222 , Σ∈ \2DM , σ∈N , Π∈σT .   (2.3) 

где ( )NMF ,ν  и ( )TMF ,1  – фундаментальные решения уравнения (1.1), в об-
ластях νD  с проницаемостями ( )MKν , 2,1=ν . Функции ( )NMF ,ν  и 
( )TMF ,1 , 2,1=ν  удовлетворяют условию (1.3). 

 Следуя [6], функции (2.2) и (2.3) и их нормальные к поверхностям σ  и 
Πσ  производные непрерывно продолжим на эти границы. Предельные зна-

чения этих выражений, по аналогии с [6], будут иметь вид: 

 ( ) ( )MM 2,12,1 Φ=±Φ ,  
( ) ( ) ( )

2
2,12,12,1 Mg

n
M

n
M

MM
m

∂

Φ∂
=

±

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

Φ∂
, σ∈M ,    (2.4) 

( ) ( )MM 11 Φ=−Φ ,  Π∈σM ,       (2.5) 
где ( )M2,1Φ  определяются формулами (2.2). 
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 Так как область фильтрации ограничена поверхностями Πσ , σ  и не 
содержит бесконечно-удаленную точку, то дополнительные условия на 
функции ( )M2,1Φ  не накладываются. 
 При подстановке функций (2.1) в граничные условия (1.2)-(1.5), с учё-
том формул (2.2)-(2.5), получим системы интегральных уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

∫
σ

σ N
MM

d
n

NMFNKMKNg
n

NMFNKMKNg ,, 2
222

1
111  

( ) ( ) ( ) ( )
−

∂
∂

+ ∫
Π

Π
σ

σ T
M

d
n

TMFTKMKTf ,1
11 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]=+ MgMKMgMK 22112

1  

( ) ( ) ( ) ( )
MM n
MMK

n
MMK

∂
∂

−
∂

∂
=

*
1

1

*
2

2
ϕϕ , σ∈M ; 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−∫

σ

σ NdNMFNKNgNMFNKNg ,, 222111   (2.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )MMdTMFTKTf T
*
1

*
211 , ϕϕσ

σ

−=+ ∫
Π

Π ,  σ∈M ; 

 
( ) ( ) ( ) +∫

σ

σ NdNMFNKNg ,111 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, *
111 =+∫

Π

Π MdTMFTKTf T ϕσ
σ

, 

Π∈σM ,  2,1=ν ; 

( ) ( ) ( ) +∫
σ

σ NC dNMFNKNg ,222 ( ) CMC =*
2ϕ ,  CCM σ∈ . 

 Анализ полученных интегральных уравнений и соотношения прове-
дён в работе [5]. 
 3. Фундаментальные решения основного уравнения и квазипо-
тенциалы линейного стока. 
 Следуя работе [5], запишем фундаментальные решения уравнения 
(1.1), удовлетворяющие условию (1.3). 
 Для среды с законом проницаемости ( ) 2

11 MzkMK = , где const1 =k  
фундаментальное решение уравнения (1.1) имеет вид [7]: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=

MNMNM rrzzk
NMF ~

11
   4

1,
N2

2 π
,    (3.1) 

где ( ) ( ) ( )222
NMNMNMMN zzyyxxr −+−+−= , 

( ) ( ) ( )222~
NMNMNMMN zzyyxxr ++−+−= . 

Обозначим за l  отрезок, вдоль которого распределены точечные стоки (его 
концы 0M  и 1M  показаны на рис. 1). Тогда квазипотенциал линейного стока 
l  длины L  приведённой мощности q в произвольной точке M  полубеско-
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нечного неоднородного слоя ( 0>z ) с коэффициентом проницаемости 
( ) 2

22 MzkMK =  определяется формулой: 

( ) ( )∫=
l

lNdNMFqM ,1
*
1ϕ .    (3.2) 

 Конечный результат интегрирования функции (3.1) в формуле (3.2) 
достаточно громоздкий и здесь опущен. 
 Для слоя с проницаемостью =2K const2 =k  фундаментальное реше-
ние уравнения (1.1), описывающее точечный пространственный сток еди-
ничной мощности, расположенный в точке N  при наличии непроницаемой 
плоскости 0=z , имеет вид: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±⋅=

MNMN rrk
NMF ~

11
 4
1,

2
2 π

,    (3.3) 

 Квазипотенциал линейного стока длины L , приведённой мощности q 
в произвольной точке M  слоя 0>z  с постоянной проницаемостью 2k , 
можно найти по формуле: 

( ) ( )∫=
l

lNdNMFqM ,2
*
2ϕ .   (3.4) 

 4. Численное решение задачи о дебите наклонной скважины. 
 Зададим поверхности σ  и Πσ  в параметрическом виде: 
r rr r u vN N N N= ( , ) , ),( TTTT rr εδrr

= , где uN , vN   и Tδ , Tε  — параметры, σ∈N , 
Π∈σT . Заменим непрерывные на поверхностях σ  и Πσ  функции 

( )NN vug ,ν , 2 ,1=ν  и ),( TTf εδ  совокупностью их значений в дискретных 
точках этих поверхностей и перейдём от интегральных выражений (2.6) к 
системе алгебраических уравнений. Для этого разобьём поверхности σ  и 
Πσ  равномерно по параметрам uN , vN   и Tδ , Tε  на 1n  и 2n  точек соответ-

ственно. Интегралы в выражениях (2.6) заменим суммами по квадратурным 
формулам прямоугольников. Получим для всех точек разбиения поверхно-
стей систему алгебраических уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
≠
=

+∆⋅∆Ω−Ω
1

1
2211 ,,,,,,,,

n

km
m

kkkkmmkkkkmmkk vuvuvuvugvuvuvug  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]=+−

−∆⋅∆Ω+∑
=

mmmmmmmm

n

i
iiiimmii

vugvuKvugvuK

vuf

,,,,
2
1

,,,,           

2211

1
1

2

εδεδεδ
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) 1

*
1

1

*
2

2 ,...,2,1  ,
,
,,

,
,, nm

vun
vuvuK

vun
vuvuK

mm

mm
mm

mm

mm
mm =

∂
∂

−
∂
∂

=
ϕϕ ; 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
≠
=

+∆⋅∆−
1

1
2211 ,,,,,,,,

n

km
m

kkkkmmkkkkmmkk vuvuvuvugvuvuvug ωω   (4.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ;,...,2,1  ,,,,,,, 1
*
1

*
2

1
1

2

nmvuvuvuf mmmm

n

i
iiiimmii =−=∆⋅∆+∑

=

ϕϕεδεδωεδ

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ;,...,2,1   ,0,                                        

,,,,,,,,

2
*
1

1
1

1
11

21

nj

fvuvuvug

jj

n

ij
i

iiiijjii

n

k
kkjjkkkk

==+

+∆⋅∆+∆∆ ∑∑
≠
==

εδϕ

εδεδεδωεδεδω
 

( ) ( ) ( ) .1,,, *
2

1
11

1

=+∆∆∑
=

C

n

k
kkckkkk MvuMvuvug ϕω  

Здесь для краткости записи введены обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )mm

kkmm
kkmmkkmm vun

vuvuFvuKvuKvuvu
,

,,,,,,,,
∂

∂
=Ω ν

ννν , 2,1=ν ; 

( ) ( ) ( ) ( )
( )mm

iimm
iimmiimm vun

vuFKvuKvu
,

,,,,,,,, 1
111 ∂

∂
=Ω

εδεδεδ ; 

( ) ( ) ( )kkmmkkkkmm vuvuFvuKvuvu ,,,,,,, νννω = , 2,1=ν ; 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ); ,,,,,,,

; ,,,,,,,

; ,,,,,,,

111

111

111

iijjiiiijj

jjmmiijjmm

jjkkkkjjkk

FK

vuFKvu

vuFvuKvu

εδεδεδεδεδω

εδεδεδω

εδεδω

=

=

=

 

TiTiNkNk dddvvduu εεδδ ≈∆≈∆≈∆≈∆    ,  ,  , . 
 Записанная система (4.1) состоит из 12 21 ++ nn  уравнений, решив ко-
торые найдём искомый дебит q и плотности kg1 , kg2 , 1,...,1 nk = , if , 

2,...,1 ni = . 
 Скорости течения жидкости к скважине рассчитываются по формуле: 

( ) ( ) ( )MMKMV ννν ϕ∇=
r

, νDM ∈ , 2,1=ν .   (4.2) 
 Поле скоростей течения, рассчитанное по формулам (4.2) в случае эл-
липтической границы σ  и полуэллиптической поверхности Πσ , показано в 
плоскости xOz  на рис. 2. 
 Отметим, что для численного решения пространственных задач 
фильтрации жидкости необходимо проводить разбиение граничных поверх-
ностей как можно большим количеством точек. Но рост числа точек требует 
увеличения количества времени счёта и мощности компьютера. Так, напри-
мер, для получения картины течения, представленной на рис. 2, была со-
ставлена компьютерная программа в среде Delphi, которая позволила ре-
шить 7301 алгебраическое уравнение прямым методом и найти дебит за 3 
часа 1 минуту (характеристики компьютера: CPU Intel Pentium 3, 1 GHz, 
RAM 512 Mb, Windows XP). 
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Рис. 2. Картина поля скоростей течения к скважине 
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УДК 532.546 
ДВИЖЕНИЕ ДВУХ ГРАНИЦ РАЗДЕЛА  

ЖИДКОСТЕЙ К СКВАЖИНЕ1 
И.В. Буравлёв 

Орловский госуниверситет, Россия, Орел, ул. Комсомольская, д. 95 
 
Ставится задача о движении трех жидкостей в однородной среде. Задача сво-

дится к решению системы интегро-дифференциальных уравнений. Эта система ре-
шается численно. В качестве примера приведены результаты решения задачи о 
движении двух подвижных границ к скважине.  

 
На практике часто возникают задачи о совместном движении несколь-

ких жидкостей различных плотностей и вязкостей. Например, возможен та-
кой случай, когда над тяжелой жидкостью находится слой более легкой 
жидкости, а над ней находится воздух. В этом случае необходимо рассмот-
реть движение двух границ: тяжелая жидкость - легкая жидкость и легкая 
жидкость – воздух. Кроме того, можно рассмотреть движение неоднородной 
жидкости (меняющей свою плотность непрерывным образом от больших 
значений внизу до малых вверху) заменяя ее тонкими слоями жидкостей по-
стоянной плотности.  

Рассмотрим постановку задачи. На вертикальной плоскости сечения 
слоя выберем декартовы оси координат ),( yx . Поле силы тяжести полагаем 
однородным. Границы раздела жидкостей U

i

i
tt

)(Γ=Γ  (здесь и далее 2,1=i ) 

движутся под действием силы тяжести и водозабора. Полагаем, что под-
вижные границы tΓ  в начальный момент времени 0=t  известны.  

Движение жидкостей описывается системой уравнений, записанных 
здесь в безразмерном виде [1]: 

)(v preK
Mg −⋅∇=
rrr ρ

µ
,                                               (1) 

0v =∇
r .                                                            (2) 

Здесь ger  - орт силы тяжести и )(\ tDM Γ∪Γ∈  ( D  - область течения). 
На подвижных границах tΓ  выполняются условия непрерывности дав-

ления и расхода жидкости (полагаем, что подвижные границы не пересека-
ются): 

.  ),,(v),(v

,)(),(v),(v

)(i
tnn

M

M
kllk

MtMtM

ytMtM

Γ∈=
∂
∂

−=−

−+

−+

τ
ρρµµ ττ                                 (3) 

Здесь нормаль направлена из области содержащей жидкость с индек-
сом k  (индексы 3,2,1, =kl ). 

Поле скорости будем искать в виде ),(v),(v),(v *0 tMtMtM rrr
+= , где 

),(v0 tMr  - скорость течения, невозмущенного наличием границ tΓ  течения. 
                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 03-01-96433). 



 13

В рассматриваемом случае ),(v0 tMr  описывает поле скоростей стока моде-
лирующего водозабор. 

Граничное условие (3) теперь можно переписать для скорости возму-
щения: 

.,2),(v2),(v)1(),(v)1(

),,(v),(v
)()(

0
)(

*
)(

*
)(

**

i
t

M

Miiii

nn

MytMtMtM

tMtM

Γ∈
∂
∂

+=+−−

=
−+

−+

τ
αλλλ τµτµτµ

 (4) 

Здесь 
kl

kli

µµ
µµλµ +

−
=)( , 

kl

lki

µµ
ρρα

+
−

=)( . 

 Скорость возмущения на бесконечности должна исчезать: 
0),(v* →tMr , при ∞→r , 

где r  - расстояние от точки tM Γ∉  до границ раздела. 
В начальный момент времени 0=t  положение границ tΓ  определяется 

уравнением: 
)()(

0
)( θii

M rr rr
= , θ  - параметр.                                         (5) 

Движение границы описывается уравнением: 

[ ]),(v),(v
2
1),(v **0

)(

tMtMtM
dt
rd i

M −+ ++=
rrr

r
,  )(i

tM Γ∈ .                    (6) 

Далее, следуя статье [2], скорость возмущения будем искать в виде 

∑ ∫
Γ

=
i

NB
i

i
t

dlNMtNftM
)(

),(v),(),(v )(
*

rr ,   tM Γ∉ ,                     (7) 

здесь ),(v NMB
r  - скорость нормированного вихря (интенсивностью -1), де-

ленная на проницаемость )(NK . 
Подставляя это представление в граничное условие (4) получим сис-

тему интегральных уравнений Фредгольма 
=⋅− ∑ ∫

Γi
NMB

ijj

i
t

dlNMtNftMf
)(

),(v),(2),( )()()( τλµ
rr  

[ ] Mg
jj etM ταλµ

rrr
⋅+= )(

0
)( ),(v2 , j

tM Γ∈  ( 2,1=j ),                      (8) 

относительно функций ),()( tNf j . При этом граничное условие для нор-
мальной составляющей скорости выполняется автоматически. 

Далее, подставляя предельные значения скорости вихревого слоя в 
дифференциальное уравнение движения границы, получим: 

∑ ∫
Γ

+=
i

NB
i

j
M

i
t

dlNMtNftM
dt
rd

)(

),(v),(),(v )(
0

)( rr
r

,  )( j
tM Γ∈ .       (9) 

Из соотношений (8) и (9) можно найти значение функций )( jf : 

Mg
j

j
Mjj e
dt

drtMf ταλµ
rr
⋅+= ][2),( )(

)(
)()( . 
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Подставляя это значение в уравнение (8) получим систему интегро-
дифференциальных уравнений относительно )( j

Mr : 

∑ ∫
Γ

⋅++=
i

NBNg
i

i
Ni

j
M

i
t

dlNMe
dt

drtM
dt
rd

)(

),(v]22[),(v )(
)(

)(
0

)( rrrr
r

ταλµ , )( j
tM Γ∈ . 

Таким образом, для исследования эволюции подвижных границ необ-
ходимо решить данную систему уравнений. 

Ниже приведены результаты расчетов движения двух границ раздела 
жидкостей в однородной среде. В первоначальный момент времени границы 
задаются уравнениями 1=y  и 2=y . За единицу времени выбрано время 
попадания ближайшей границы в скважину в случае «разноцветных» жид-
костей (с одинаковыми вязкостями и плотностями). Дренажная скважина, 
моделируемая стоком, находится в начале координат. Свойства жидкостей 
таковы, что параметры задачи имеют следующие значения: для первой гра-
ницы 6.0=µλ  и 4.0=α ; для второй - 1=µλ  и 1=α . Под действием сква-
жины происходит понижение уровня грунтовых вод. 

 
Рис. Понижение уровня грунтовых вод под действием скважины 
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УДК 532.546 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ТЕЧЕНИЙ 

ЖИДКОСТИ В ОБЛАСТИ С ГРАНИЦЕЙ В ВИДЕ 
РАВНОБЕДРЕННОГО ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

Е.И. Васильева, А.Я. Шпилевой 
Россия, Калининград, Калининградский государственный университет 

theory@albertina.ru 
 

Для исследования фильтрационных течений в области, ограниченной прямо-
угольным равнобедренным треугольником используется метод изображения осо-
бых точек. Определены комплексные потенциалы фильтрационных течений с раз-
личными граничными условиями. В случае точечного источника решения выра-
жены через сигма-функцию Вейерштрасса. 

 
 1. В условиях закона Дарси используется аналитическая функция 

),(),()( yxiyxzW ψϕ += , называемая комплексным потенциалом. При нали-
чии в области фильтрационного потока  прямолинейной границы раздела 
удобно использовать теорему о прямой. В данной работе будут использова-
ны три варианта теоремы о прямой [1, 2]: 

     а) Пусть среда разделена прямой x=0 на области с коэффициентами 
проницаемости )0(1 >xk  и )0(2 <xk  (рис. 1) Если особые точки аналити-
ческой функции )(zf  находятся в области )0( >x , то комплексные по-
тенциалы течения  будут иметь вид: 

12

12
21 );()1()();()()(

kk
kkzfzWzfzfzW

+
−

=λλ+=−λ−=             (1) 

 
 
 
 
 
 
 
 

Прямолинейные границы раздела сред 

       б) Если границей раздела областей )(0 1ky >  и )(0 2ky <  является ось 
x   и особые точки функции )(zf  находится в области 0>y  (рис. 2), то 
комплексные потенциалы течения будут иметь вид: 

)()1()();()()( 21 zfzWzfzfzW λ+=λ−=                        (2) 
       в) Пусть границей раздела областей )( 1k  и )( 2k  является прямая, указан-
ная на рис. 3 и особые точки функции )(zf  находятся в области )( 1k , тогда 

)()1()();)()()( 2
2

1 zfzWhehzfzfzW i λ+=+−λ−= α            (3) 
(В данной задаче 4πα = ) 

x 

y 

k2 k1 

x 

 y 

k1 

k2 

y

x
h  

h

α 

k2 

k1 

 

Рис. 1. Рис. 2. Рис. 3. 
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2. Пусть границами области фильтрации являются стороны равнобед-
ренного прямоугольного треугольника (рис. 4 – 7). 

Треугольные области фильтрации 

Полагаем, что граничные условия могут быть различными. Если со-
седняя область непроницаема, то )1(02 −=λ=k ; если соседняя область пред-
ставляет собой свободную жидкость, )1(2 =λ∞=k . Возможно сочетание 
разных границ (рис. 6, 7). 

Пусть область фильтрации окружена непроницаемыми стенками 
(рис. 4). В этом случае в теоремах (1) – (3) следует положить 1−=λ . 

Применяя последовательно три варианта теоремы о прямой [3, 4], по-
лучаем комплексный потенциал течения в заданной области (рис. 4). 

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑∑∑

∑ ∑∑∑

∑∑

∞+

−∞=

∞+

−∞=

∞+

−∞=

∞+

−∞=

∞+

−∞=

∞+

−∞=

∞+

−∞=

+∞

−∞=

++++−+

+++++−+

++++++

++++++++−+

+++++++

+++−=

kn

kn

kn

knkn

kn kn

kn

hkihnzf

hkihnzf

hkihnzf

hkihnzfkhinhzf

khinhzfkhinhzf

khinhzfzW

.

.

.

..

, .

,

])12())12(([

])12())12(([

])12())12([(

])12())12([(]22[

]22[]22[

]22[)(

   (4) 

Пусть область фильтрации окружена свободной жидкостью. В этом 
случае в теоремах  (1) – (3)  1=λ , а комплексный потенциал имеет вид (4), 
где  перед слагаемыми, имеющими сопряжение, ставится  знак минус. 

Аналогично можно определить комплексный потенциал течения для 
двух других случаев (рис. 6, 7). 

0z. 
 

0z. .0z0z.
Рис. 4. Рис. 5. Рис. 7.Рис. 6.
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3. Пусть )ln(
2

)( 0zzhzf −
π

−=  (5), т.е. в точке 0z  находится скважина 

(сток), а область фильтрации окружена свободной жидкостью (рис. 5). Запи-
сывая выражения (4), взятые для данного случая, для фильтрации (5) и пре-
образовывая полученные ряды, имеем: 

)()()()(
)()()()(ln

2
)(

0000

0000
zzzzzzzz
zzzzzzzzhzW
′+σ′−σ+σ−σ
′+σ′−σ+σ−σ

π
= ,         (6) 

где izhhz )( 01 ++= , )(zδ  - сигма-функция Вейерштрасса. 
Аналогичные результаты могут быть получены для случаев, изобра-

женных на рис. 6, 7. 
4. Полученные результаты могут быть использованы для решения 

практических задач не только в теории фильтрации, а так же в теории элек-
тричества, магнетизма, теплопроводности. 
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Получено преобразование Мутара в трех измерениях, связывающее два ска-
лярных гамильтониана. Для этого используется метод искусственного введения в 
задачу магнитного поля. Получено условие, накладываемое на магнитное поле, при 
котором это преобразование становится возможным. Рассмотрены различные част-
ные случаи. 

В математической физике огромную роль играют преобразования, по-
зволяющие по одним решениям уравнения построить другие, так как подав-
ляющее большинство уравнений, имеющих непосредственный физический 
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смысл, не решаются в общем виде, и физикам известны лишь некоторые их 
решения. Преобразование Мутара является одним из таких преобразований. 
Оно находит широкое применение в теории интегрируемых двухмерных не-
линейных систем уравнений в частных производных, в частности, для урав-
нения Шредингера (к сожалению, только с нулевым собственным значени-
ем). Однако, в отличие от одного и двух измерений, в трех – мы сталкиваем-
ся с определенными сложностями на пути вывода этого преобразования. 
Ниже описана методика, позволяющая обобщить преобразования Мутара 
для уравнения Шредингера на три измерения. 

Сначала выведем преобразование Мутара в двух измерениях, а затем 
попробуем обобщить его на большее количество измерений. 

Рассмотрим гамильтониан в двух измерениях с произвольным потен-
циалом: 

),(2

2

2

2
yxU

yx
H +

∂
∂

−
∂
∂

−=  . 

Пусть ),( yxϕϕ = и ),( yxψψ = - различные решения уравнения Шре-
дингера с данным гамильтонианом с нулевым собственным значением, то 
есть: 

0== ψϕ HH  . 
Тогда, используя функцию ϕ , как пробную, можно факторизовать ис-

ходный гамильтониан: 
mmqqH +=  ,                                              (1) 

где: 
ϕlnmmmq ∂−∂=  ,                                      (2) 
ϕlnmmmq ∂−−∂=+  .                                     (3) 

Здесь по повторяющимся индексам предполагается суммирование 
(m=1,2). 

Определим теперь, так называемый «одетый», гамильтониан: 
UqqH mm
~~

)2( +∆−== +  ,                                        (4) 
где 

ϕln2~ 2
mUU ∂−=  .                                            (5) 

Пусть ψ~  – решение уравнения Шредингера с «одетым» гамильтониа-
ном, то есть: 

0~~~ == +ψψ mmqqH  .                                           (6) 
С другой стороны, как легко убедиться, справедливо следующее соотноше-
ние: 

00 =⇒= ψεε kmmkkmmk qqqq  .                                 (7) 
Так как правые части (6) и (7) равны, то, очевидно, равны и левые, а стало 
быть: 

0)~(~ =−⇒= ++ ψεψψεψ kmkmmkmmkmm qqqqqqq  .                        (8) 
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Один из возможных способов удовлетворить условию (8) есть равен-
ство нулю выражения в скобках, которое, учитывая явный вид операторов 

mq и +
mq , можно переписать в следующем виде: 

)()~( ϕψψϕεφψ kkkmm ∂−∂=∂  .                                 (9) 
Формула (9) позволяет нам найти ψ~ . Однако в левой части этой фор-

мулы стоит градиент, а поэтому двумерный аналог ротора правой части 
должен обращаться в ноль, 

( )[ ] 0=∂−∂ ψϕεε kmkllkm q  .                                 (10) 
что, как легко убедиться, выполнено, а потому формула (9) действительно 
может быть использована для нахождения ψ~ . 

Попробуем обобщить данный метод на три измерения. До формулы 
(6) все будет аналогично, разве что индексы станут «пробегать» на одно 
значение больше. Теперь заметим, что вместо тождества (7) теперь будет 
выполняться следующее соотношение: 

00 =⇒= ++
lkmmkllkmmkl qqqqqq εε  .                        (11) 

Тогда вместо (8) мы получим: 
0)~(~ =−⇒= ++++ ψεψψεψ lkmklmmlkmmklmm qqqqqqqqq  .           (12) 

И аналогично (10) будем иметь следующее необходимое условие равенства 
нулю ротора: 

( )[ ] 0=∂−∂ +ψϕεε mklskmslkm qq  .                            (13) 
Однако условие (13) не является тождеством. 

Таким образом, непосредственным обобщением не получается полу-
чить преобразование Мутара в трех измерениях. 

Попробуем немного видоизменить метод. А именно, добавим в рас-
сматриваемую нами задачу магнитное поле. С точки зрения математики де-
лается это путем «удлинения» производных, то есть: 

mmmm ieκ−∂=∂→∂  . 
В дальнейшем будем полагать e =1. Здесь κr - векторный потенциал. 

Учитывая, что из уравнений Максвелла 
0=Bdiv

v
 

и, введя для удобства функцию 
ϕχ ln−=  , 

получим, что теперь гамильтонианы будут факторизованы другими опера-
торами, имеющими следующий вид: 

χκ mmmm iq ∂++∂=  ,                                  (14) 
χκ mmmm iq ∂+−−∂=+  .                                 (15) 

Однако теперь тождество (11) будет справедливо не всегда, а только 
для магнитных полей типа Ааронова-Бома (вектор магнитной индукции ра-
вен нулю), так как: 

( )χκε gradiBiqqq lkmmkl +−∇−=+ rrr
,  .                     (16) 

С учетом этого условие (12) теперь будет выполнено. По аналогии с тем, как 
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мы делали это в двух измерениях, будем искать решение в виде: 

fef χ

ϕ
ψ ==~  . 

В результате получим: 

( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+∇∇= ∫

−
Ardee

r

r

p
p

r

r

rrr

0

,),(2~ ϕψ
ϕ

ψ  .                         (17) 

Здесь constA = , а pi∇−=
rrκ  (мы действительно имеем право так представить 

κr , так как рассматриваем поля типа Ааронова-Бома). Однако на магнитное 
поле накладывается следующее условие: 

[ ] 0)(
rrr

=∇×∇ ϕψperot  .                               (18) 
В общем случае, уравнение (18) решить не удается, однако в некото-

рых частных случаях его можно удовлетворить, а, следовательно, найти та-
кое магнитное поле, которое позволит осуществить преобразование Мутара 
в 3х измерениях. 

Отметим некоторые частные случаи: 
1. Если попробовать убрать из уже конечных уравнений магнитное 

поле, то после некоторых математических выкладок несложно 
показать, что: 

ϕ
ψ C
=~  . 

Здесь constC = , а, значит, мы получили хорошо всем известное 
решение уравнения Шредингера с «одетым» гамильтонианом. 

2. Если положить ψϕ = , то в отличие от классического преобразо-
вания Мутара, которое может быть проведено только при раз-
личных решениях, в нашем случае оно осуществимо и, мы по-
лучим тот же ответ, что и в предыдущем случае. 

3. Наконец, если удовлетворить условие (18) следующим образом: 
( )ϕψ fe p =  , 

 
 то после некоторых математических преобразований, получим: 

ϕ
ρψ

2
~ A=  , 

где constA = , а ρ  удовлетворяет следующему уравнению (кото-
рое может быть всегда решено в полярных координатах): 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇∇=∆ ρ

ϕ
ρ

rr
,1ln 2  . 

4. Можно удовлетворить уравнение (18) и не полагая равным нулю 
выражение под ротором. Например: 

)exp(0 zyxCe p δβαψ ++=  . 
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Здесь constC =δβα ,,,0 . Однако, в этом случае ответ получается 
слишком громоздким и, мы не видим смысла его здесь приво-
дить. 

Таким образом, преобразование Мутара может быть осуществлено 
этим методом, если подобрать соответствующее магнитное поле, удовле-
творяющее (18), что как минимум в некоторых случаях может быть сделано. 
 
 
 
УДК 536.2; 519.34 

К ВОПРОСУ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ  
СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ НА ОСНОВЕ  

ДВОЙСТВЕННЫХ МЕТОДОВ 
В.И. Дорофеева 

Россия, Орел, Орловский государственный университет 
 

В работе демонстрируются возможности двойственного вариационного мето-
да для получения апостериорных оценок решения краевых задач для уравнения 
Пуассона при отсутствии источников тепла, пропорциональных температуре. Рабо-
та содержит несколько численных примеров, демонстрирующих преимущества ме-
тода.  

 
Рассмотрим  решение краевых задач стационарной теплопроводно-

сти при отсутствии источников тепла, пропорциональных температуре. В 
работе [1] излагается теоретическое обоснование и методика построения 
двойственных функционалов для большинства краевых задач математиче-
ской физики. Получаемые подобным образом функционалы дают возмож-
ность получать апостериорные оценки приближенных решений, часто более 
применимые на практике. 

Пусть ограниченная область nR⊂Ω принадлежит классу 1,0C . Рас-
смотрим для простоты однородную смешанную задачу.  

                              

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

Ω∂∈=+
∂
∂

Ω∂∈>=∇=<
∂
∂

Ω∂∈=
Ω∈=∇−

3

2

1

        ,0           

       ,0,

        ,0                       
       ,  

xu
N
u

xuA
N
u

xu
xfudivA

σ

ν                                (1) 

где ><Ω∈ vuLf ,),(   2 -скалярное произведение в nR ,   ,0>≥ constσ  матри-
ца A положительно определена и симметрична с коэффициентами из класса 

)(Ω∞L , границу Ω∂  будем предполагать состоящей из трех непересекаю-
щихся участков: U U I =Ω∂Ω∂Ω∂Ω∂Ω∂=Ω∂ ji   ,321 ∅ при .3,2,1,  , =≠ jiji  
Будем также считать, что по крайней мере 1Ω∂ или 3Ω∂ не пусто, 

),...,( 1 nννν = - единичный вектор внешней нормали к Ω∂ . 
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В известном методе ортогональных проекций при построении двойст-
венных функционалов заранее полагают fdiv −=ξ , что мало пригодно при 
численной реализации. Это значительно тормозило применение идей теории 
двойственности при решении краевых задач. Если же при построении двой-
ственного функционала воспользоваться интегральным тождеством 

∫ ≡Ω+>∇<== ,)}(,{),( 0duudivuuuuФФ ααα  

имеющим место для любых вектор-функций α , таких что выражение  
,, Ω>>≥<−+=     в   0constdivс αααδ  

мы приходим к качественно новым результатам, а −J  сохраняет свой вид. 
Этот метод (введение функционального α -параметра) во многих случаях 
допускает эффективные обобщения.  

Двойственная задача тогда имеет вид: 

( )
{ }

.,,,
,,),(

,,,:)(

sup,,

,

32
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21

211

  на  п.в.     на  0               
0                 

32   на  п.в. 0            

1
2
1
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σνανα
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ν

αδ

AdivcC

ivWvVv

dAvdivvfvvAJ

n

in  

Приведем несколько примеров решения подобных задач для различ-
ных областей и различных краевых условий. При решении задач полагалось 

Tyxk ),(=α , где k = const < 2
2

R
 , R – радиус круга, содержащего Ω .  

Пример 1. Рассмотрим решение задачи о распределении температуры, 
описываемое уравнением 

                         Ω∈=∆− ),(, yxfu                                                   (2) 
Пусть на Ω∂  заданы граничные условия первого рода, а область Ω  

представляет собой круг радиуса R = 1 с центром в начале координат, при-
чем известно точное решение UТ = 0,02(1-x2-y2), f = 0,08, k = 0,285. 

В табл. 1 даны значения функционалов J+ и J–, которые определялись 
по приближенным решениям прямой и двойственной задач. При Nуз = 121 
точность решения имеет порядок 10 – 4. 

 
Таблица 1 

 

 Nуз – количество узлов, Nэл – количество элементов 
Функционал Nуз = 25 

Nэл = 32 
49 
72 

81 
128 

121 
200 

J+ 
J– 

-0,002 180 
-0,002 567 

-0,002 287 
-0,002 559 

-0,002 332 
-0,002 544 

-0,002 355 
-0,002 495 
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В табл. 2 представлены uT  и uприбл решения прямой задачи, частные 
производные uT  и приближенные решения двойственной задачи по сечению 
y=0,00. 

Таблица 2 
 x=-l,00 -0,8 -0,6 -0,4 

uT 
uприбл 
uTx 
uDx 
uTy 
uDy 

0,000 000 
0,000 000 
0,040 000 
0,040 576 
0,000 000 
0,000 000 

0,007 200 
0,006 708 
0,032 000 
0,031 881 
0,000 000 
0,000 000 

0,012 800 
0,012 408 
0,024 000 
0,022 254 
0,000 000 
0,000 001 

0,016 800 
0,016 644 
0,016 000 
0,013 180 
0,000 000 
0,000 001 

Пример 2. Задача решается в прежней постановке, только в  
области },,:),{( 1111 ≤≤−≤≤−=Ω yxyx  правая часть 

),sin)(cos(, 232110 yxxxf ++=  k=0,73. В табл. 3 приведены значения функ-
ционалов J+ и J–. При увеличении числа элементов разбиения достигается 
достаточно большая точность. В частности, при Nуз = 153, Nэл = 256 по-
рядок точности 10– 4. 

Таблица 3 

 Nуз – количество узлов, Nэл – количество элементов 
Функционал Nуз = 45 

Nэл = 64  
66 

100  
91 

144  
120 
196  

153 
256  

J+ 
J– 

-0,000 068 
-0,000 292 

-0,000 075
-0,000 214

-0,000 077 
-0,000 195

-0,000 080 
-0,000 152 

-0.000 081
-0,000 158

 

                               а)                                                                        б) 

Рис. 1. Приближенное решение задачи 2 при Nуз = 153, Nэл = 256 
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На рис. 1. а), б) показаны поверхность решения и линии уровня при-
ближенного решения задачи при Nуз = 153, Nэл = 256 ( а) поверхность реше-
ния, б) линии уровня решения). 

Пример 3. Для двухсвязной области Ω , представляющей собой круг 
радиуса R = 1 с вырезанным в нем ромбом (см. рис. 2) рассмотрим решение 
смешанной задачи (2) для уравнения Пуассона с граничными усло-
виями 1-го и 2-го рода и правой частью 

530560 1 ,),cos(),( =+−−= − kyxxyexf y . 

Табл. 4 демонстрирует точность полученного приближенного решения 
по значениям функционалов J+ и J– на приближенных решениях пря-
мой и двойственной задач соответственно. Она оценивается числами 
порядка 10 – 4. 

Таблица 4 
Nуз – количество узлов, Nэл – количество элементов 

Функционал Nуз = 48  
Nэл = 72 

80 
128 

120 
200 

J+ 
J– 

-0,031 694 
-0,037 530

-0,034 805 
-0,037 240

-0,036 415 
-0,036 816

 

Рис. 2. Область Ω  для решения задачи 3 
 

Литература 
1. Калиниченко В.И., Кощий А.Ф., Ропавка А.И. Численные решения задач 

теплопроводности. Харьков: Изд.-во при Харьк. ун-те., 1987.– 112 с. 
2. Калиниченко В.И., Рвачев В.Л., Ропавка А.И. Двойственные методы в 

задачах нестационарной теплопроводности. – Харьков: Инт-т пробл. 
Маш-ния АН УССР, 1981.– 20 с. 



 25

УДК 532 
О ПОСТРОЕНИИ ФУНКЦИИ ГРИНА ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ  
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Формулируется теорема о представлении функции Грина задачи Дирихле 

через конформное отображение односвязной области на верхнюю полуплоскость. 
Приведены примеры для конкретных областей. В частности, получены выражения 
функций Грина внутренних и внешних задач Дирихле в случае, когда границами 
служат квадрики: парабола, гипербола, эллипс. 
 

Хорошо известно, что многие задачи электростатики, магнитостатики 
и гидродинамики сводятся к задаче Дирихле [1] – [4]. Поэтому построение 
функции Грина [5] – [6] этой задачи является актуальным. Её строят различ-
ными способами, в том числе методом разделения переменных и отражений 
[5], [6]. С другой стороны, известна [7] – [9] связь функции Грина двумер-
ной задачи Дирихле с конформными отображениями, и даже приводятся 
выражения для нее через отображение на внутренность круга [9]. Однако 
проще выразить ее через отображение на полуплоскость. Для практических 
нужд это более целесообразно, поскольку накоплен большой материал, ка-
сающийся этих отображений [8], [9]. Мы приводим эту теорему и иллюст-
рируем ее рядом примеров. 

Теорема. Пусть функция )(zw  конформно отображает ограниченную 
односвязную область C∈D  на верхнюю полуплоскость 0Im >w . Тогда для 
функции Грина двумерной задачи Дирихле в области D  справедливо пред-
ставление 

( ) ),(ln2),( 0
1

0 zzФzzg −−= π ,                                  (1) 
где 

( ) ( ))()()()(),( 000 zwzwzwzwzzФ −−= .                        (2) 
Доказательство теоремы является простым следствием фактов, приво-

димых в любом учебнике по теории функций комплексного переменного. 
Рассмотрим конкретные примеры. В них будем указывать область D, 

для которой строится функция Грина, и выражения для функций )(zw , осу-
ществляющих конформное отображение области D на верхнюю полуплос-
кость, и ),( 0zzФ , определенную равенством (2). В случае многозначных 
функций рассматриваются их регулярные ветви, выделенные стандартным 
способом.  

1. D есть круг rz <  (рис. 1), ( ) ( ) ( )zz-rz-zrz,zФ 0
2

00 =  (удален несуще-
ственный множитель ( ) ( )00 zrzr −− , модуль которого равен 1). 
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2. D есть сектор α<< zarg0  (рис. 2), α
π

zw = ,  
α
π

α
π

α
π

α
π

0

0
0

zz

zz
zzФ

−

−
=),( . 

3. D есть полоса dz << Im0  (рис. 3), )/exp( dzw π= ,  
)/exp()/exp()/exp()/exp(),( 000 dzdzdzdzzzФ ππππ −−= . 

 
 
 
 
 
 
 
 

Области в виде круга, сектора и полосы 
4. D  есть полуплоскость с разрезом по отрезку [0, ih], (h>0) (рис. 4), 

22)( hzzw += ,    22
0

2222
0

22
0 ),( hzhzhzhzzzФ +−++−+= . 

Заключительные шесть примеров посвящены построению функций 
Грина внутренних и внешних задач Дирихле в случае, когда границами раз-
дела служат квадрики: парабола, гипербола, эллипс. 

5. D есть внутренность параболы ( )2/22 pxpy +=  (рис. 5), 

( )pziw 2/ch π= ,  
( ) ( )
( ) ( )pzpz

pzpz
zzФ

2/ch2/ch
2/ch2/ch

),(
0

0
0 ππ

ππ
+
−

= . 

6. D есть внешность параболы ( )2/22 pxpy += , 0>p  (рис. 6), 

2/pizw −= ,  
pizz

zz
zzФ

2
),(

0

0
0

−−

−
= . 

 
 
 
 
 
 
 
Области в виде полуплоскости с разрезом, ограниченных параболой 

7. D есть внутренность правой ветви гиперболы 
12222 =+ αα sin/cos/ yx , 0>x , (рис. 7) ( )( )απ 212 −+= zzizw lnch)( , 

( )( )
( )( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−+
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⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−+

=
απαπ

απαπ

21lnch21lnch

21lnch21lnch
),(

2
00

2

2
00

2

0
zzzz

zzzz
zzФ . 

Рис. 2. Рис. 3. Рис. 1. 

-р/2 

Рис. 5. Рис. 4. 

-р/2 

Рис. 6. 
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8. D есть внешность гиперболы 12222 =+ αα cos/cos/ yx , 20 /πα <<  

(рис. 8), ( ) ( )
( )( )αππα

αππ
221

22 −−−+=
−

/exp
/

izzw , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )αππα

αππαππ

αππαππ
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izzzz
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Области, ограниченные гиперболами 

9. D есть внешность эллипса 1// 2222 =+ byax , 0>> ba  (рис. 9), 

az
bczizw

−
−−

−=
22

)( ,  
ba

czz

az
bcz
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bcz
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bcz
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bcz

zzФ
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−−

−
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=
22

0

22
0

22

0

22
0

22

0 ),( , 

22 bac −= . 
10. Если эллипс вырождается в двойной отрезок, соединяющий точки 

cz =  и cz −=  (рис. 10), то 0=b , ac =  и предыдущие формулы принимают 
такой вид: 

cz
czizw

−
+=)( ,  

cz
cz

cz
cz

cz
cz

cz
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Ф

−
+

+
−
+

−
+

−
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+

=
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0

0 )z(z, . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Области, ограниченные эллипсами 
Рис. 9. 

b 

a 

Рис. 11. 

b 

a 

Рис. 10. 

-с с 

Рис. 8. 

α α 

Рис. 7. 
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11. Для нахождения функции Грина в случае, когда область D есть 
внутренность эллипса 1// 2222 =+ byax , 0>> ba  (рис. 11), дополним фи-
зический лист z  до бесконечнолистной римановой поверхности и конформ-
но отобразим ее на плоскость w  с помощью отображения  

wcz ch= ,      ψisw += ,     +∞<<∞− s ,    πψ 20 <≤ . 
Тогда объединение всех экземпляров эллипса отобразится в полосу 

dwd <<− Re , 0ln rd = , cbar /)(0 += . Образы источников выстраиваются в 
две периодические цепочки с координатами niw π20 +± , Z∈n . Для их лога-
рифмического потенциала будем иметь (с точностью до аддитивного сла-
гаемого) ( ) ( )0

1 ,ln2 wwФ−= πϕ , где 
( ) ( )( ) ( )( )0

1
0

1
0

1
0 2sh2shchch2),( wwwwwwwwФ +−=−= −−− . 

Учет граничных условий с помощью симметрий превращает эту 
функцию в бесконечное сходящееся произведение 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )∏

∞+

−∞=
−−

−−−

++++−−
++−−

=
n

n

dnwwdnww
ndwwndwwrwwФ

)12(22sh)12(22sh
42sh42sh),(

0
1

0
1

0
1

0
1sign2

0
0 . (3) 

Возвращаясь к переменной z , получим 

+

+∞

−∞=

−

−
−

= ∏
n

n

n

n

zz
zzrzzФ sign2

00 ),( , 

где ( )ndwczn 4ch 0 += ,   ( )dnwczn )12(2ch 0 ++=+ ,    Z∈n . 
+

nn zz ,  - будут координатами мнимых источников, расположенных за преде-
лами эллипса на одной из ветвей одной гиперболы, софокусной с эллипсом 
(правой, если 0Re 0 >z , и левой, если 0Re 0 <z ). 

От представления (3) для функции ( )0, wwФ  можно перейти к пред-
ставлению через тета-функцию: 
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( ) ( )

( ) ( )
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22,
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0
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Подобным образом можно найти функции Грина задачи Дирихле и во 

многих других случаях. 
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УДК 532.546 

ВЛИЯНИЕ РАСПОЛОЖЕНИЯ ОЧАГОВ ЗАГРЯЗНЕНИЯ НА  
ПРЕДЕЛЬНО-ДОПУСТИМЫЙ ДЕБИТ ВОДОЗАБОРА1 

А.А. Квасов 
Орловский государственный университет 

 
 Ставится двумерная задача о работе водозабора без загрязнения. В основу 
положено неоднородное интегральное уравнение типа Фредгольма второго рада. 
Решение ищется методом дискретных особенностей. Проведено исследование влия-
ния расположения двух очагов загрязнения на предельно-допустимый дебит водо-
забора. 
 

1. Проводимые исследования связаны с проблемой добычи чистой (не 
загрязнённой) воды в слое грунта, содержащем хранилища промышленных 
отходов. Следуя [1], при изучении двумерных фильтрационных течений в 
тонких кусочно-неоднородных слоях, содержащих очаги загрязнения, при-
мем следующие положения: фильтрация двумерная, установившаяся и про-
исходит в неоднородном изотропном недеформируемом слое; течение опи-
сывается линейным законом Дарси; жидкость несжимаема, обладает одина-
ковой во всей области фильтрации вязкостью; проводимость слоя 
P = KH > 0 (K ⎯ коэффициент проницаемости слоя, H ⎯ его толщина) с те-
чением времени не изменяется. Основанием слоя является горизонтальная 
подошва, в плоскости которой выбрана прямоугольная система координат 
xOy. Течение рассматривается в комплексной плоскости z = x + i y. Прово-
димость P моделируется непрерывно дифференцируемой (хотя бы один раз) 
функцией вещественных координат x, y или комплексно сопряжённых коор-
динат z, z . В дальнейшем для краткости записи будем писать P = P(z). 

                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 03-01-96433). 
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Пусть область фильтрации D состоит из чистой области D1 и загрязне-
ния ⎯ хранилища промышленных отходов, моделируемого двумя областя-
ми D2 и D3 не имеющими общих точек. Области D2 и D3 сопрягаются с D1 
соответственно по кривым Г1 и Г2. Пусть фильтрационное течение обуслов-
лено поступательным потоком и работой водозабора. Водозабор представ-
ляет собой совершенную скважину суммарного дебита П. Работу водозабора 
моделируем точечным стоком мощности q = П/P(z0), расположенным в точ-
ке z0 = x0 + i y0, z0 ∈ D1. В рамках одножидкостной модели считаем, что, про-
текая через области D2 и D3, жидкость загрязняется. Водозабор будет рабо-
тать без загрязнения, если в его область захвата [1, 3] не попадает загряз-
нённая жидкость. Область захвата водозабора ограничена нейтральной ли-
нией тока, проходящей через критическую точку течения z*. 

Таким образом, для определения максимально возможной мощности 
эксплуатационной скважины, работающей без загрязнения (предельно-
допустимого дебита q*), следуя предложенной в [2] схеме численного экспе-
римента, необходимо решить задачу сопряжения на границах Г1, Г2; найти 
положение критической точки; построить область захвата водозабора и про-
анализировать полученный результат. 

2. Для описания фильтрационного течения введём комплексный по-
тенциал 

)(
)()()(

zP
zizzW ψϕ += , (2.1)

который удовлетворяет следующему из закона Дарси и уравнения нераз-
рывности уравнению вида: 

[ ] 0)()()()(
=−+

∂
∂ zzz

z
z WWAW ,     z ∈ D,   D = D1 U D2

 U D3, (2.2)

где )(ln)( zzA P
z∂
∂

= , 
y

i
xz ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂2 . 

Грунт в областях D1, D2 и D3 характеризуем непрерывными коэффи-
циентами проницаемости K1, K2 и K3. Считаем, что скачёк проницаемости на 
границах сопряжения Г1 и Г2 имеет вид: Kν(z) = kνK(z) (ν = 1, 2, 3; k1, k2 и  
k3 ⎯ const). Полагаем, что толщина слоя H непрерывна во всей области 
фильтрации D. Тогда проводимость слоя в областях Dν характеризуем 
функциями Pν(z) = kνP(z), ν = 1, 2, 3. Течение в областях Dν опишем ком-
плексными потенциалами 

(z)
(z)(z)  (z)

P
ikW ν

ννν
ψϕ += ,     z ∈ Dν,   ν = 1, 2, 3. (2.3)
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Границы сопряжения Г1 и Г2 моделируем кривыми класса Ляпунова 
[5]. Пусть они заданы параметрическими уравнениями: 

zm = zm(lm)   (xm = xm(lm), ym = ym(lm)), где lm ⎯ параметры, m = 1, 2. (2.4)

Комплексные потенциалы (2.3) в областях Dν (ν = 1, 2, 3) удовлетво-
ряют уравнению (2.2), а на границах сопряжения ⎯ граничным условиям 
(непрерывности давления и расхода жидкости), которые в комплексной 
форме принимают вид [4]: 

)z()z()z()1( 111
−
+

−
+

+ +=− mmmm WWW λλ ,     z ∈ Гm,   m =1, 2, (2.5)

где λm = (k1 – km + 1)/(k1 + km + 1), λm∈[-1, 1), «+» и «–» обозначены предельные 
значения соответствующих функций при подходе к Г из области D1 и Dm + 1. 

Область фильтрации может быть ограничена сингулярной линией L0 
на которой проводимость P(z) обращается в ноль либо в бесконечность. 
Граничное условие на L0 имеет вид [3]: 

0
)z(

)z( =
∂

∂
n

P νϕ , либо ϕν(z) = const, ν = 1 и (или) 2 и (или) 3, z ∈ L0, (2.6)

Задача об определении комплексных потенциалов Wν, удовлетворяю-
щих в областях Dν уравнению (2.2) и условиям (2.5), (2.6), называется зада-
чей сопряжения. 

3. Пусть в отсутствии границ Г1 и Г2 (k1 = k2 = k3 = 1) течение описыва-
ется комплексным потенциалом W0(z) вида (2.1). Полагая, что его действи-
тельная часть ϕ0(z) удовлетворяет условию (2.6), W0(z) представим в виде: 

W0(z) = G†(z) + qF†(z, z0), (3.1)
где функция G†(z) описывает поступательный поток со скоростью u, 
F†(z, z0) ⎯ функция, описывающая течение к стоку единичной мощности, 
расположенному в точке z0, и имеющая в этой точке особенность логариф-
мического типа. 

При наличии в области фильтрации границ смены неоднородностей Г1 
и Г2 течение возмущается. Учитывая течение, описываемое комплексным 
потенциалом (3.1 ), комплексные потенциалы (2.3) представим в виде [3] 

Wν(z) = W0(z) + W*(z),   z ∈ Dν,   ν = 1, 2, 3, (3.2)

где W*(z) ⎯ комплексный потенциал возмущений, вызванных наличием 
границ Г1, Г2. W*(z) ищем в виде потенциала двойного слоя непрерывно рас-
пределённого с плотностью gm(z) (gm(z) ⎯ вещественная функция) на грани-
цах Гm, m = 1, 2: 
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где F1(z, ζ) ⎯ первое фундаментальное решение уравнения (2.1). Следуя [3, 
4], задачу сопряжения сводим к решению системы интегральных уравнений: 
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, z ∈ Гm, m = 1, 2 (3.4)

где ϕ0(z) ⎯ действительная часть комплексного потенциала (3.1), 
Ф1(z, ζ) = ReF1(z, ζ). Решив систему (3.4) методом дискретных особенностей 
[5, 4, 3], найдём функции g1(z) и g2(z), а следовательно, учитывая формулы 
(3.1) – (3.3), и комплексные потенциалы Wν, описывающие течение в облас-
тях Dν (ν = 1, 2, 3). 

Следуя [3], координату критической точки z* находим из уравнения: 
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где )(),( zPz =Ψ ζ 2 ImF2(z, ζ), F2(z, ζ) — второе фундаментальное решение 
уравнения (2.1). Построив линию тока 
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проходящую через найденную точку z*, имеем область захвата водозабора, 
работающего с дебитом q. Следуя предложенной в [2] схеме численного 
эксперимента, находим предельно-допустимый дебит. 

Численный эксперимент позволяет исследовать зависимость дебита 
водозабора q* от его удалённости от очага загрязнения, проницаемости за-
грязнённых областей, их формы и расположения. Полученные сведения мо-
гут быть использованы при проектировании и строительстве хранилищ 
промышленных отходов. 

4. Для слоя постоянной проводимости проведём исследование влияния 
расположения очагов загрязнения на предельно-допустимый дебит водоза-
бора. Моделируем области D2 и D3 окружностями одинакового радиуса а. 
Исследования показали, что предельно-допустимый дебит водозабора 
больше, если центры очагов загрязнения расположены на линии, перпенди-
кулярной вектору скорости поступательного потока грунтовых вод, прохо-
дящего через точку z0. При этом, с удалением очагов загрязнения друг от 
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друга, величина q* растёт. Это можно объяснить тем, что при указанном из-
менении положения очагов загрязнения, критическая точка течения распо-
лагается дальше от эксплуатационной скважины. Если очаги загрязнения 
располагаются по направлению потока друг за другом, то, как следует из 
таблицы 1, q* максимален, если наиболее удалённый от водозабора очаг за-
грязнения имеет большую проницаемость (меньший параметр λ). 

Таблица 1. Влияние параметра λ на q* 

q* 1,027 1,015 1 0,973 0,958x0 = 1,5;  y0 = 0;  bL = x0 – a = 1 
xС1 = 0;  yС1 = 0;       λ1 = 0,5 
xС2 = -1,5;  yС1 = 0 λ2 -0,9 -0,5 0 0,5 0,9 

 

 

Рис. 1. Фильтрационное течение 

Таблица 2. Влияние угла θ на q* 

q* 1,325 1,531 1,657 1,567 1,345 1,225

θ1 0 π/6 π/3 π/2 2π/3 5π/6 

x0 = 1,5;  y0 = 0;        а1 = а2 = 1 
xС1 = 0; yС1 = 1,5;     b1 = b2 = 0,5 

xС2 = 0; yС2 = -1,5;   λ1 = λ2 = 0,5 θ2 0 -π/6 -π/3 -π/2 -2π/3 -5π/6 
 

Проведены исследования, если очаги загрязнения моделировать рав-
ными эллипсами. Так, в таблице 2 проиллюстрирована зависимость пре-
дельно-допустимого дебита водозабора от ориентации очагов загрязнения 
(θm ⎯ угол между большой полуосью mго эллипса и осью абсцисс, проходя-
щей через точку z0 и направленной против вектора скорости поступательно-
го потока, m = 1, 2). Видно, что с увеличением углов предельно-допустимый 
дебит увеличивается, достигает максимального значения, а потом уменьша-
ется. На рис. 1 проиллюстрировано фильтрационное течение, соответст-
вующее наибольшему значению q*. 
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УДК 621.362.1 

МОДЕЛИРОВАНИЕ НАГРУЗОЧНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  
ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ОХЛАДИТЕЛЯ 

О.И. Марков 
Орловский государственный университет 

 
Предложен метод компьютерного моделирования нагрузочных характери-

стик термоэлектрического охладителя. Использовано дифференциальное уравнение 
стационарной теплопроводности с зависящими от температуры кинетическими ко-
эффициентами. 

 
 Термоэлектрические преобразователи энергии благодаря своей на-
дежности, компактности, отсутствию движущихся частей стали незамени-
мыми при использовании в космических аппаратах. Миниатюрные термо-
электрические охладители используются для охлаждения и термостатирова-
ния элементов оптоэлектроники и электронной техники. Важнейшей при 
этом является проблема согласования термоэлектрического охладителя и 
охлаждаемого объекта. В практических расчетах различных термоэлектри-
ческих устройств наибольшее распространение получил метод средних в 
интервале температур параметров [1]. Формулы и основные соотношения 
метода средних параметров остаются по виду такими же, как и в случае по-
стоянных параметров, но коэффициенты термоэдс, электро- и теплопровод-
ности заменяются средне интегральными в заданном интервале температур.  

Большинство термоэлектрических  микрохолодильников эксплуати-
руются в режиме максимальной холодопроизводительности. Соответст-
вующие режимы для ветвей термоэлементов холодильных модулей  при за-
данных параметрах термоэлектрического материала определяются только 
разностью температур на модуле. При заданной разности температур для 
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выбранной геометрии ветви определяется оптимальный ток, соответствую-
щий максимуму холодопроизводительности. В термоэлектрических охлаж-
дающих устройствах обычно задается температура охлаждаемого объекта 
температура окружающей среды, в которую осуществляется сброс тепла. 
Поэтому задача оптимизации режима работы модуля, т.к. величина перепада 
зависит от двух параметров тока через модуль и мощность. 
 Такой подход не гарантирует необходимой точности расчета термо-
электрического модуля. Поэтому весьма большое значение приобретает 
численное моделирование нагрузочных характеристик охладителя. По-
скольку характеристики каскадных устройств в значительной мере опреде-
ляются параметрами ветвей термоэлементов, разработку и исследование 
каскадных микроохладителей целесообразно начинать с подбора материа-
лов по каскадам и исследования температурных зависимостей основных ха-
рактеристик термоэлементов (максимального перепада температур, макси-
мальной холодопроизводительности, оптимальных токов и т.д.). В данной 
работе предлагается новый подход к расчету термоэлектрического модуля, 
основанного на решении граничной задачи стационарной теплопроводности  
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где для удобства решения задачи нами [3] был введен параметр S
lJy ⋅= . 

Воспользуемся для описания термоэлектрических свойств теллурида висму-
та классической статистикой. Кинетические коэффициенты для невырож-
денного случая имеют вид 
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Известно, что путем соответствующего легирования можно для каждого ин-
тервала температур, а, следовательно, и для каждого каскада, изменять в оп-
ределенных пределах свойства выбранных материалов. При температуре го-
рячего спая равной комнатной для р - ветви выбирались следующие пара-
метры: эффективная масса дырок 0

* m7.0m ⋅=h  [2], концентрация 
-325 м10945.0 ⋅=n , подвижность дырок const 2−T , решеточная теплопровод-

ность 7.0/Tconstp =χ . Для n-ветви: эффективная масса электронов 

0
* m45.0m ⋅=e  [2],концентрация -325 м10485.0 ⋅=n , подвижность дырок 

const 7.1−T , решеточная теплопроводность 4.0/Tconstp =χ . Подбор этих 
констант позволил качественно и в значительной степени количественно 
правильно описать температурные зависимости  коэффициентов электро- и 
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теплопроводности, дифференциальной термоэдс параметра термоэлектриче-
ской добротности Z (рис. 1). 

 
Рис. 1. Зависимость термоэлектрической добротности Z  от температуры T  

 
 Для описания теплофизических свойств модуля были использованы 
приведенные величины, определяемые по формуле 
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Расчет проводился в режиме максимальной холодопроизводительности. Оп-
тимизация проводилась по удельному току [3]. Результаты расчета приве-
денной холодопроизводительности термоэлектрического модуля представ-
лен  в виде зависимости )( 10 Tq и  )(0 Tq ∆ . Оба графика можно объединить в 
один 3-мерный (рис. 2). 

 
Рис. 2. Зависимости 0q  от 1T  и T∆  
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 На горячем конце ветви модуля выполняется следующее уравнение 
теплового баланса 

1
11

=
= ⋅−⋅⋅=

x
x dx

dTTyq χα                                              (4) 

Зависимость удельной теплопроизводительности от температуры горячего 
конца ветви и от перепада температур представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Зависимости 1q  от 1T  и T∆  

 Предлагается следующая методика расчета модуля термоэлектриче-
ского охладителя. Очевидно, что нужно исходить из заданной холодопроиз-
водительности xQ  и величины поддерживаемой температуры xT . Зная вели-
чину  xQ  и термическое сопротивление  теплоперехода, легко определить 
величину перепада температуры на теплопереходе. По графику  для удель-
ной холодопроизводительности можно определить значение удельной холо-
допроизводительности при данном перепаде температуры  и данном значе-
нии температуры горячего конца термоэлемента. По графикам  для удель-
ных токов (здесь не приведенных) определяются оптимальные удельные то-
ки ветвей. Сечения и длины ветвей определяются параметрами источника 
питания. По графику для удельной теплопроизводительности определяют 
оптимальное значение тепловыделения и перепад температуры на горячем 
радиаторе. 
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УДК 532.546 
РЕШЕНИЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ О ПОДНЯТИИ 

КОНУСА ПОДОШВЕННОЙ ВОДЫ К ЛИНЕЙНОЙ СКВАЖИНЕ В 
БЕСКОНЕЧНОМ ПЛАСТЕ1 

Д.Н. Никольский, Т.А. Никольская 
Орловский государственный университет 

 
Решается осесимметричная задача об эволюции водонефтяного контакта 

контура нефти к линейной скважине. Нефть и вода моделируются жидкостями 
различной вязкости и плотности. Исследовано влияние вязкостей и плотностей 
воды и нефти на время заводнения скважины. 
 
Постановка задачи. 
 

В бесконечном однородном и изотропном грунте имеется 
несовершенная скважина с фильтром длиной L . Скважина расположена 
вертикально. В начальный момент времени 0=t  поверхность раздела воды 
и нефти представляет собой горизонтальную плоскость. Нефть моделируем 
жидкостью вязкости 2µ  и плотности 2ρ , а воду жидкостью вязкости 1µ  и 
плотности 1ρ . 
 Полагаем что вытеснение “поршневое”. Поставленная задача обладает 
осевой симметрией. Поэтому достаточно рассмотреть фильтрацию в одной 
из плоскостей, содержащей ось симметрии. Выберем декартову систему 
координат так, что ось Ox  будет представлять собой ось симметрии. Концы 
фильтра скважины будут иметь координаты )0,0( и )0,(L . Исследование 
эволюции поверхности раздела жидкостей сводится к исследованию 
эволюции контура нефтеносности tΓ  в одной из плоскостей, содержащей 
ось симметрии.  
 Пусть в областях 1D и 2D , содержащих воду и нефть, 
соответственно, течение описывается потенциалами 1ϕ и 2ϕ . 

Согласно [1] потенциалы удовлетворяют уравнению эллиптического 
типа:  
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На контуре нефтеносности tΓ  выполняются условия непрерывного давления 
и расхода жидкости [ ]2 . 
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 03-01-96433). 
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Считаем, что в любой момент времени контур нефтеносности tΓ  
определяется параметрическим уравнением:  

( )ς,trr rr = ,                                                            )3(  
где ς  – параметр.  
Дифференциальное уравнение границы tΓ  имеет вид: 

( ( ) ) ( ( ) )
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M ,, ϕϕ
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 ,  tM Γ∈                        )4(  

Начальное условие для дифференциального уравнения )4(  представляет 
собой параметрическое уравнение контура нефтеносности 0Γ )3(  при 0=t : 

( ) ( )ςς 00 rrr rrr == , ,       −ς параметр                                  )5(  
Воспользовавшись принципом суперпозиции, потенциалы 1ϕ и 2ϕ  
представим в виде:  

( ) ( ) ( )[ ]tMtMtM ,,, 0 ∗+= ϕϕµϕ νν ,   tM Γ∈                          )6(  
где ( )tM ,0ϕ — потенциал невозмущённого течения, моделирующий работу 
линейного стока, в отсутствии контура tΓ . 

 
Рис. 1. Расчет потенциала 0ϕ  

Потенциал линейной скважины ( )tM ,0ϕ  найдём как сумму потенциалов 
пространственных стоков, мощности q , распределённых вдоль оси 
скважины (рис. 1):  
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Потенциал возмущения будем искать в виде потенциала двойного слоя 
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Численная схема решения системы интегральных и 
дифференциальных уравнений. 
 Решим систему (9), (10) численно, методом дискретных особенностей 

]4[ . Для этого подвижную границу tΓ  в каждый момент времени 
,...,2,1,0, =jt j  представим системой точек ( )j

m
i
m yx , , nm ,...,2,1,0=  

разбивающих этот контур на равные отрезки. Заменим в )10(è)9(  
интегралы суммами по формуле прямоугольников, а дифференциалы их 
разностными аналогами, в результате получим: 
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Таким образом, решение задачи об эволюции контура нефтеносности tΓ  
сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений )11(  для 
некоторого положения системы точек ),( j

m
j

m yx  nm ,...,2,1,0=  определяемого 
индексом j , и нахождением следующего положения системы точек 

),( 11 ++ j
m

j
m yx  nm ,...,2,1,0=  из выражений )12( . Начальное положение системы 

точек ),( 00
mm yx  nm ,...,2,1,0= определяется уравнением )5(  

В качестве характерной длины выберем кратчайшее расстояние d  от 

контура 0Γ  до скважины. Длина фильтра скважины 
2
dL = . За характерное 

время 0Τ  примем время заводнения скважины при 0=λ , 0=α  
(одножидкостная система) 

( )
qLd

dLdT
3

14
3

232 2

0
ππ

−=
+

= . 

 
Рис. 2. Эволюция контура нефтеносности к скважине 
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На рис. 2 построены последовательные положения контура 
нефтеносности tΓ  при его продвижении к скважине при 5,0=λ  и 5,0=α . 
На рисунке приводится время T  — время по истечению которого контур 
нефтеносности достигнет скважины. 

В табл. 1 и табл. 2 приведено время Τ  для различных значений λ и α . 
Расчеты проведены при числе точек разбиения границы tΓ  111=n . 

Табл.1. Влияние λ  при 5.0=α  
λ  5,0−  0 0,5 
Τ  2,454 2,114 1,567 

 
Табл.2. Влияние α  при 5.0=λ  

α  5,0  0 0,5 
Τ  0,475 0,723 1,567 

 
Из табл. 1 видим, что с ростом λ  при фиксированном α  время Τ  

уменьшается. Этот результат согласуется с ]3[ . Из табл. 2 видно, что с 
уменьшением α  при фиксированном λ  время Τ  увеличивается. Последнее 
можно объяснить таким образом: с уменьшением α  при фиксированных 
вязкостях   1µ и 2µ  происходит сгущение линий тока вблизи скважины, а 
значит увеличение скорости движения границы tΓ . Поэтому граница tΓ  с 
уменьшением α  быстрее прорывается к скважине. 
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УДК 532.546 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ФИЗИЧЕСКИХ 
ПРОЦЕССОВ, ПРОТЕКАЮЩИХ В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ1 

В.Ф. Пивень 
Орловский госуниверситет, Россия, Орел, ул. Комсомольская, 95 

 
Вводится понятие фундаментальных решений уравнений трехмерных 

(двумерных) физических процессов, которые протекают в неоднородных средах, 
содержащих сингулярные поверхности (линии). Получены фундаментальные 
решения в конкретных случаях сред. 

 
1. Фундаментальные решения уравнений двумерных процессов. 
1.1. Двумерные стационарные физические процессы (фильтрация, 

теплопроводность, электропроводность и т.д.) в неоднородных тонких слоях 
среды описывают квазипотенциал )(Mϕ  и функция тока )(Mψ , которые как 
функции декартовых координат точки ),( yxM =  плоского основания слоя 
удовлетворяют в области D  (за исключением особых точек функций )(Mϕ  
и )(Mψ ) уравнениям эллиптического типа [1] 

0)]()([ =∇⋅∇ MMP ϕ ,                                      (1.1) 

0)](
)(

1[ =∇⋅∇ M
MP

ψ .                                     (1.2) 

Здесь j
y

i
x

rr

∂
∂

+
∂
∂

=∇  – двумерный оператор Гамильтона, 

)()()( MHMKMP =  – проводимость слоя, дважды непрерывно 
дифференцируемая в области D  функция ( )(MK  – коэффициент, 
характеризующий свойства среды, )(MH  – толщина слоя, 0)( >MP ). 

На сингулярной линии 01L , где проводимость слоя ∞=)(MP  
(коэффициент ∞=)(MK , толщина )(MH  - конечна), выполняются для 

)(Mϕ  и )(Mψ  условия 
const)( =Mϕ ,     01LM ∈ ,                                     (1.3) 

0)(
)(

1
=

∂
∂

Mn
M

MP
ψ ,    01LM ∈ .                                    (1.4) 

На сингулярной линии 02L , где проводимость слоя 0)( =MP  
( 0)( =MK  или/и 0)( =MH ), имеют место для )(Mϕ  и )(Mψ  условия 

0)()( =
∂

∂

Mn
MMP ϕ , 02LM ∈ ,                                   (1.5) 

const)( =Mψ , 02LM ∈ .                                     (1.6) 
В условиях (1.3) - (1.6) Mnr  – орт нормали к линиям 01L , 02L  и не 

нарушая общности суждений можно выбирать 0const = . 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 03-01-96433). 
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Сингулярная линия 02010 LLL U=  может служить границей области 
D , где происходит процесс. В этом случае функции )(Mϕ  и )(Mψ  кроме 
уравнений (1.1) и (1.2) должны удовлетворять условиям (1.3), (1.5) и (1.4), 
(1.6). 

1.2. Для исследования граничных задач практики принципиальное 
значение имеют фундаментальные решения уравнений (1.1) и (1.2). При 
этом следует различать случаи, когда область процесса D  не ограничена и 
ограничена сингулярной линией 0L  ( 02010 LLL U= ). 

Фундаментальными решениями уравнений (1.1) и (1.2) в области D , 
неограниченной сингулярной линией 0L , назовем функции ),( 0MMΦ  и 

),( 0MMΨ , которые удовлетворяют условиям: 
1. Всюду в области D  по координатам точки ),( yxM =  за 

исключением точки-параметра ),( 000 yxM =  ( DMM ∈0, ) функции 
),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  дважды непрерывно дифференцируемые и 

удовлетворяют уравнениям (1.1) и (1.2). 
2. Функции ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  имеют в точке 0M  сингулярности 

(особенности) логарифмического типа, а именно, в малой окрестности этой 
точки они имеют вид 

MMRMP
MM

0

1ln
)(2

1~),(
0

0 π
Φ ,  

MMR
MPMM

0

1ln
2

)(~),( 0
0 π

−Ψ ,   (1.7) 

где 2
0

2
0 )()(

0
yyxxR MM −+−=  – расстояние между точками 0M  и M . 

В том случае, когда область D  ограничена (полностью либо частично) 
сингулярной линией 0L , то функции ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  назовем 
фундаментальными решениями в области D  ( 0LDD U= ), если они в 
области D  удовлетворяют указанным условиям 1 и 2, а на линии 0L  
условиям (1.3), (1.5) и (1.4), (1.6).  

Так как условия (1.3), (1.5) и (1.4), (1.6) имеют при 0const =  вид 
однородных условий первого (условие Дирихле) и второго (условие 
Неймана) рода, то фундаментальные решения ),( 0MMΦ , ),( 0MMΨ  можно 
рассматривать как функции Грина соответствующих первой и второй 
краевых задач для уравнений (1.1), (1.2). Как известно [2], функции Грина 
обладают свойством симметрии. Это означает, что фундаментальные 
решения ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  симметричны относительно взаимных 
перестановок в них координат точек M  и 0M : ),(),( 00 MMMM Φ=Φ  и 

),(),( 00 MMMM Ψ=Ψ . 
Решения ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  имеют ясный гидродинамический 

смысл в теории фильтрации. А именно, ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  
представляют собой соответственно квазипотенциал скорости течения к 
стоку полного расхода 1−=Π  и функцию тока вихря с циркуляцией 1−=Γ . 
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Сток (вихрь) расположен в точке 0M . Квазипотенциал ϕ  источника (стока) 
расхода 0>Π  ( 0<Π ) и функция тока ψ  вихря с циркуляцией 0>Γ  против 
часовой стрелки ( 0<Γ  по часовой стрелке) связаны с ),( 0MMΦ  и 

),( 0MMΨ  равенствами 
),( 0MMΠΦ−=ϕ , ),( 0MMΓΨ−=ψ . 

1.2. Чтобы отыскать фундаментальные решения ),( 0MMΦ  и 
),( 0MMΨ  в случае слоев с проводимостями )(MP , моделируемых 

классами функций, введем приведенные фундаментальные решения 
),( 0MMU  и ),( 0MMV , которые взаимосвязаны с ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  

равенствами 

)(
),(),( 0

0 MP
MMUMM =Φ , ),()(),( 00 MMVMPMM =Ψ .         (1.8) 

Относительно ),( 0MMU  и ),( 0MMV  уравнения (1.1) и (1.2) 
принимают вид 

0),()(),( 00 =−∆ MMUMAMMU      (
)(
)(

)(
MP
MP

MA
∆

= ),           (1.9) 

0),()(),( 00 =−∆ MMVMBMMV     (
)(/1
)(/1

)(
MP
MP

MB
∆

= ),        (1.10) 

где ∆  – двумерный оператор Лапласа по координатам точки M  

( 2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂

≡∆ ). 

Структура уравнения (1.9) (или (1.10)) такова, что его решение 
),( 0MMU  (или ),( 0MMV ) можно отыскивать для класса слоев с 

проводимостями )(MP , для которых одинаков коэффициент )(MA  (или 
)(MB ). 
1.4. Укажем фундаментальные решения ),( 0MMΦ  и ),( 0MMΨ  в 

конкретных случаях классов проводимостей ( )P M  слоев. Пусть 
проводимости ( )P M  слоев таковы, что ( )P M  можно моделировать 
гармонической функцией ( 0)( =∆ MP ). Тогда решением уравнения (1.9) с 
коэффициентом ( ) 0A M =  является 

RMP
MMU 1ln

)(2
1),(

0
0 π
= . 

Здесь и далее R  – расстояние между точками 0M  и M  ( MMRR
0

≡ ). Для 
слоев такой проводимости согласно (1.8) имеем фундаментальное решение 

),( 0MMΦ  для области D , не ограниченной сингулярной линией 0L : 

RMPMP
MM 1ln

)()(2
1),(

0
0 π
=Φ .                         (1.11) 
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Решение (1.11) – функция Грина в круге радиуса 1R =  с центром в 
точке 0M  и условием 0),( 10 =Φ =RMM . 

Когда область D  ограничена сингулярной линией 0L , то ),( 0MMΦ  
должно удовлетворять условиям (1.3), (1.5). Поэтому ),( 0MMΦ  имеет вид 

)()(2
),(/1ln

),(
0

0
0 MPMP

MMgR
MM

π
+

=Φ .                             (1.12) 

Здесь ),( 0MMg  – гармоническая симметричная 
( ),(),( 00 MMgMMg = ) функция, вид которой определяется проводимостью 

)(MP  слоя и соответствующими ей условиями (1.3), (1.5). В частности, если 
слой проводимости 2)( yMP = , имеющий сингулярную ( 0)( =MP ) линию 

02L : 0=y , то решение (1.12) примет вид 

R
R

yy
MM *

0
01 ln

2
1),(
π

=Φ .                                     (1.13) 

Здесь и далее *R  – расстояние между точками ),( 00* yxM −=  и 

),( yxM =  ( 2
0

2
0* )()(

*
yyxxRR MM ++−== ). 

Решение (1.13) удовлетворяет согласно (1.5) на сингулярной линии 

02L : 0=y  условию 0
),(

lim 02
0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

Φ∂
→ y

MM
y

y
. 

Пусть теперь проводимость слоя )(MP  такова, что )(MP  

моделируется метагармонической функцией, то есть )(MP  удовлетворяет 
уравнению 

0)()( 2 =−∆ MPMP µ  ( 0const2 >=µ ).                  (1.14) 
Тогда, следуя [2], имеем решением уравнения (1.9) с коэффициентом 
2µ=A : 

)(2
)(

),(
0

0
0 MP

RK
MMU

π
µ

=  

и, следовательно, согласно (1.8) имеем фундаментальное решение в случае 
неограниченной области D : 

)()(2
)(

),(
0

0
0 MPMP

RK
MM

π
µ

=Φ .                               (1.15) 

Здесь )(0 RK µ  – функция Макдональда нулевого порядка аргумента 
Rµ , которая связана согласно [3] с функцией Бесселя 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

2

20 2)!(
1)(

m

mR
m

RI µµ  

равенством 
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∑
∞

=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=

0
2

2

00 )!(
)1(

22
ln)()(

m

m

m
mRRRIRK ψµµµµ , 

m
m 1...

3
1

2
11)1( +++++−=+ γψ , γ  – постоянная Эйлера-Маскерони. 

Если область D  ограничена сингулярной линией 0L , то имеем 

)()(2
),()(

),(
0

00
0 MPMP

MMhRK
MM

π
µ +

=Φ ,                                (1.16) 

где ),( 0MMh  – метагармоническая по координатам точки M  функция, 
которая симметрична ( ),(),( 00 MMhMMh = ) в силу симметрии ),( 0MMΦ . 

В частности, когда проводимость слоя )(MP  зависит только от одного 
переменного, например, y , то общим решением уравнения (1.14) будет 

2)()( yy beaeMP µµ −+= ,                                    (1.17) 
где a , b  – произвольные постоянные. Если a , b  одного знака, то на 
основании (1.15), (1.17) имеем 

))((2
)(

),(
00

0
0 yyyy beaebeae

RK
MM

µµµµπ
µ

−− ++
=Φ . 

В частности, отсюда при 2/1== ba  имеем фундаментальное решение 
в случае слоя проводимости yMP µ2ch)( = . 

Если a  и b  противоположного знака, то слой проводимости (1.17) 

имеет сингулярную ( 0)( =MP ) линию 02L : dy =  ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

a
bd ln

2
1
µ

). Полагая 

2/1=−= ba , имеем слой проводимости yMP µ2sh)( =  с линией 02L : 0=y , 
для которого согласно (1.16) имеем 

0

*00
0 shsh2

)()(
),(

yy
RKRK

MM
µµπ
µµ −

=Φ . 

Это решение согласно (1.5) удовлетворяет на сингулярной линии 02L : 

0=y  условию 0
),(

shlim 02
0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

Φ∂
→ y

MM
y

y
µ . 

Когда постоянные 1=a , 0=b , то для слоя проводимости yeMP µ2)( =  
коэффициенты A  и B  в уравнениях (1.9) и (1.10) равны: 2µ== BA . В этом 
случае эти уравнения имеют решения 

02
)(

),( 0
0 ye

RK
MMU µπ

µ
= , 

π
µµ

2
)(

),( 0
0

0 RKe
MMV

y
−= . 

Тогда согласно (1.8) находим фундаментальные решения 

)(
0

0
02
)(

),( yye
RK

MM
+

=Φ
µπ
µ

, 
π

µµ

2
)(

),( 0
)(

0

0 RKe
MM

yy+
−=Ψ . 

Пусть проводимость слоя изменяется по степенному закону 
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syMP =)(  ( const=s ). 
Для этого слоя прямая 0=y  является сингулярной линией 01L  

( ∞=)(MP ) при 0<s  или 02L  ( 0)( =MP ) при 0>s . В этом случае 
уравнения (1.9) и (1.10) принимают вид 

0),(
1

22),( 020 =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−∆ MMU
y

ss

MMU ,                            (1.18) 

0),(
1

22),( 020 =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∆ MMV
y

ss

MMV .                              (1.19) 

Видно, что уравнения (1.18) и (1.19) математически идентичны. Они 
переходят друг в друга при замене s  на s− . Поэтому достаточно найти, 
например, решение ),( 0MMU  уравнения (1.18). Тогда решение ),( 0MMV  
уравнения (1.19) получим из решения ),( 0MMU  путем замены в ),( 0MMU  
s  на s− . 

Уравнения (1.18), (1.19) приводятся (см. [4]) к уравнению Лежандра, 
решениями которого являются функции Лежандра первого )(ωνP  и второго 

)(ωνQ  рода степени 1
2
−=

sν  аргумента 
0

2

2
1

yy
R

+=ω . Для этих функций 

согласно [3] имеем 

⎢⎣
⎡ −+−−

−
+

= )1(22
1
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2
)()( νψγ

ω
ωωω ν

ν
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⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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++Γ+−Γ− ∑
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=1
2 2

1
)!(
)()1()(sin

l

l

l
lll ωσνν

π
νπ , 

l
l 1...

2
11)( +++=σ , )1( +νψ  – логарифмическая производная гамма-функции 

)1( +Γ ν , γ  – постоянная Эйлера-Макерони. 
Так как 1)1( =νP , то )(ωνQ  имеет в точке 0M  ( 0=R , 1=ω ) 

сингулярность логарифмического типа. Поэтому уравнение (1.18) при 0>s  
имеет решение 

2/
0

1
2

0 2

)(

),( s

s

y

Q

MMU
π

ω
−

= . 

Заменяя в этом решении s  на s−  и учитывая равенство 
)()(

2
1

2

ωω ss QQ =
−−

, находим при 0>s  решение уравнения (1.19): 

π
ω

2
)(

),( 2/
2/

0
0

s
s Qy

MMV −= . 
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Тогда согласно (1.8) имеем при 0>s  фундаментальные решения 

2/
0

1
2

0 )(2

)(

),( s

s

yy

Q

MM
π

ω
−

=Φ ,                                  (1.20) 
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),( 2
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MM −=Ψ .                                (1.21) 

Учтем, что на основании [3] при 0→y  ( ∞→→
0

2

2yy
Rω ) 
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2
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νπω
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Тогда убедимся, что решения (1.20) и (1.21) удовлетворяют согласно 
(1.5) и (1.6) (где 0const = ) на сингулярной линии 02L : 0=y  условиям 

00
0

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
Φ∂

→ y
MMys

y

),(lim  и 0),(lim 00
=Ψ

→
MM

y
. 

Заменяя в (1.20) и (1.21) s  на s−  и учитывая равенство 

)()(1 ωω νν QQ =−−  ( 1
2

,
2

−==
ss

νν ), имеем при 0<s  фундаментальные 

решения 

π
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),( 2
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Qyy

MM =Φ ,                                  (1.23) 
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MM

π

ω
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Учитывая (1.22), убеждаемся, что решения (1.23) и (1.24) 
удовлетворяют в соответствии с (1.3) (где 0const = ) и (1.4) на сингулярной 
линии 01L : 0=y  условиям 

0),(lim 00
=Φ

→
MM

y
 и 00

0
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
Ψ∂

→ y
MMy s

y

),(lim . 

Отметим, что (1.20), (1.21) и (1.23), (1.24) – фундаментальные решения 
во всей полуплоскости 0>y , а значит в любой области D  этой 
полуплоскости. 

1.5. Анализ полученных фундаментальных решений ),( 0MMΦ  и 
),( 0MMΨ  показывает, что их можно представить в области D  

(неограниченной или ограниченной сингулярной линией 0L ) следующим 
образом 
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⎥
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Здесь ),( 0MMfk , ),( 0MMgk , ( 2,1=k ) - функции, дважды непрерывно 
дифференцируемые по координатам точки M  в окрестности точки 0M  
( DMM ∈0, ), причем 1),( 00 =MMfk , 2,1=k . В точке 0M  эти решения 
имеют сингулярности логарифмического типа и в малой окрестности этой 
точки имеют вид (1.7). 

2. Фундаментальные решения уравнений трехмерных процессов. 
2.1. Трехмерный стационарный физический процесс в среде, 

характеризуемый коэффициентом 0)( >MK , описывается 
квазипотенциалом )(Mϕ , который как функция точки ),,( zyxM =  
удовлетворяет в области D (за исключением особых точек )(Mϕ ) 
уравнению [5]: 

0)]()([ =∇⋅∇ MMK ϕ ,                                        (2.1) 

где ∇  – трехмерный оператор Гамильтона ( k
z

j
y

i
x

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ ). Полагаем, 

что )(MK  – дважды непрерывно дифференцируемая в области D  функция. 
На сингулярных поверхностях 01σ  и 02σ  коэффициент )(MK  принимает 
соответствующие значения: ∞=)(MK  и 0)( =MK . На этих поверхностях 
для )(Mϕ  имеют место условия 

const)( =Mϕ ,  01σ∈M ,                                    (2.2) 

0)()( =
∂

∂

Mn
MMK ϕ , 02σ∈M ,                                 (2.3) 

где Mnr  – орт нормали к поверхности 02σ . 
Сингулярная поверхность 02010 σσσ U=  может служить границей 

области D . В этом случае квазипотенциал )(Mϕ  кроме уравнения (2.1) 
должен удовлетворять также условиям (2.2), (2.3). 

2.2 Фундаментальным решением уравнения (2.1) в области D , 
неограниченной сингулярной поверхностью 0σ  ( 02010 σσσ U= ), назовем 
функцию ),( 0MMΦ , которая удовлетворяет условиям: 

1. Всюду в области D  по координатам точки ),,( zyxM = , за 
исключением точки-параметра ),,( 0000 zyxM =  ( DMM ∈0, ) функция 

),( 0MMΦ  удовлетворяет уравнению (2.1). 
2. Функция ),( 0MMΦ  имеет в точке 0M  сингулярность (особенность) 

MMR
0

1  и в малой окрестности этой точки она имеет вид  
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MMRMK
MM

0
)(4

1~),(
0

0 π
Φ ,                                  (2.4) 

где 2
0

2
0

2
0 )()()(

0
zzyyxxR MM −+−+−=  – расстояние между точками 

0M  и M . 
В том случае, когда область D  ограничена (полностью или частично) 

сингулярной поверхностью 0σ , то функцию ),( 0MMΦ  назовем 
фундаментальным решением в области D  ( 0σUDD = ), если она в области 
D  удовлетворяет указанным условиям 1 и 2, а на поверхности 0σ  условиям 
(2.2), (2.3). В этом случае ),( 0MMΦ  можно рассматривать как функцию 
Грина для уравнения (2.1) с однородными (при 0const = ) условиями (2.2), 
(2.3). Поэтому решение ),( 0MMΦ  будет обладать симметрией 
( ),(),( 00 MMMM Φ=Φ ). 

Фундаментальное решение ),( 0MMΦ  имеет ясный 
гидродинамический смысл в теории фильтрации. А именно, ),( 0MMΦ  – 
квазипотенциал точечного стока с полным расходом 1−=Π , который 
расположен в точке 0M . Квазипотенциал ϕ  источника (стока) полного 
расхода 0>Π  ( 0<Π ) связан с решением ),( 0MMΦ  равенством 

),( 0MMΠΦ−=ϕ . 
Чтобы отыскать фундаментальные решения ),( 0MMΦ  для сред с 

коэффициентом )(MK , моделируемым классом функций, введем 
приведенные фундаментальные решения ),( 01 MMU  в области D  такое, что 

)(
),(),( 01

0 MK
MMUMM =Φ .                                   (2.5) 

Относительно ),( 01 MMU  уравнение (2.1) принимает вид 

0),()(),( 01101 =−∆ MMUMAMMU  ⎟⎟
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⎛ ∆
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)(1 MK
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где ∆  – трехмерный оператор Лапласа по координатам точки M  

( 2
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2
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zyx ∂
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+
∂
∂

+
∂
∂

=∆ ). 

2.3. Укажем фундаментальные решения ),( 0MMΦ  для случаев )(MK , 
моделируемых конкретными классами функций. Пусть коэффициент )(MK  
таков, что )(MK  – гармоническая функция ( 0)( =∆ MK ). Тогда в 
уравнении (2.6) коэффициент 0)(1 =MA  и его решение имеет вид 

RMK
MMU

)(4
1),(

0
01 π
= , 

где MMRR
0

= . Тогда согласно (2.5) находим фундаментальное решение 
),( 0MMΦ  для области D , неограниченной сингулярной поверхностью 0σ : 
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0
0 π
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Если область D  ограничена сингулярной поверхностью 0σ , то 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=Φ ),(1

)()(4
1),( 0

0
0 MM

RRMKMK
MM δ

π
.           (2.7) 

Здесь ),( 0MMδ  – гармоническая симметричная 
( ),(),( 00 MMMM δδ = ) функция, которая определяется законом изменения 
коэффициента )(MK  и соответствующим ему условиям (2.2), (2.3). В 
частности, при 2)( zMK =  (поверхность 02σ : 0=z  – сингулярная, 

0)( =MK ) решение (2.7) принимает вид [5] 
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где *R  – расстояние между точками ),,( 000* zyxM −=  и ),,( zyxM = , 
2

0
2

0
2

0* )()()(
*

zzyyxxRR MM ++−+−== . 
Решение (2.7) в соответствии с (2.3) удовлетворяет на поверхности 

02σ : 0=z  условию 0),(lim 02
0

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
Φ∂

→ z
MMz

z
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Если )(MK  моделируется метагармонической функцией, то есть 
удовлетворяет уравнению 

0)()( 2 =−∆ MKMK µ       ( 0const2 >=µ ), 

то решение уравнения (2.6) при 2
1 µ=A  имеет вид 

RMK
eMMU

R

)(4
),(

0
01 π

µ−
= . 

Тогда согласно (2.5) находим фундаментальное решение для области 
D , неограниченной поверхностью 0σ : 

RMKMK
eMM
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0
0 π

µ−
=Φ .                        (2.9) 

Если область D  ограничена поверхностью 0σ , то  
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Здесь ),( 0MMγ  – метагармоническая симметричная 
( ),(),( 00 MMMM γγ = ) функция, вид которой определяется законом 
изменения )(MK . В частности, если  

2)()( zz beaeMK µµ −+=                               (2.11) 
( a , b  – произвольные константы), то для a  и b  одинакового знака решение 
(2.9) примет вид [5]: 
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Если a  и b  противоположного знака, то согласно (2.11) имеется 

сингулярная поверхность 02σ : dz =  ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

a
bd ln

2
1
µ

), на которой 0)( =MK . 

Полагая 2/1=−= ba , имеем согласно (2.10) в случае среды с 
коэффициентом zMK µ2sh)( =  и сингулярной поверхностью 02σ : 0=z  
фундаментальное решение [5]:  
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Решение (2.12) в соответствии с (2.3) удовлетворяет на поверхности 

02σ : 0=z  условию 0),(shlim 02
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→ z
MMz
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2.4. Анализ полученных фундаментальных решений ),( 0MMΦ  
уравнения (2.1) показывает, что их можно представить в области D  
(неограниченной или ограниченной сингулярной поверхностью 0σ ) в виде 

⎥
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Здесь ),(~
0MMf , ),(~

0MMg  – функции, дважды непрерывно 
дифференцируемые по координатам точки M  в окрестности точки 0M  
( DMM ∈0, ), причем 1),(~

00 =MMf . В точке 0M  эти решения обладают 
сингулярностью MMR

0
/1  и в малой окрестности этой точки имеют вид (2.4). 
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УДК 532.546 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВУМЕРНОЙ 

ЭВОЛЮЦИИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ЖИДКОСТЕЙ В КУСОЧНО-
НЕОДНОРОДНЫХ СЛОЯХ ГРУНТА1 

В.Ф. Пивень, Ю.С. Федяев 
Орловский государственный университет 

 
 Ставится двумерная задача об эволюции границы раздела жидкостей 
различной вязкости в кусочно-неоднородных слоях грунта. Исследование этой 
задачи приводит к эволюционной задаче для системы интегральных и 
дифференциальных или интегро-дифференциальных уравнений, которые 
решаются численно на основе методов дискретных особенностей. 
 
 1. Рассмотрим двумерную линейную фильтрацию несжимаемой 
жидкости в неоднородном тонком слое проводимости 
 ( ) ( ) ( ) ( )( )0>= MPMHMKMP , (1.1) 
где M  – точка в плоскости основания слоя, ( )MK  – коэффициент 
проницаемости слоя, ( )MH  – его толщина. Считаем, что основание слоя 
является горизонтальной плоскостью, на которой выберем декартову 
систему координат xOy . Проводимость ( )MP  моделируется непрерывной с 
первыми частными производными функцией координат. Движение 
жидкости обусловлено работой совершенных нагнетательных и 
эксплуатационных скважин, которые моделируются источниками и стоками 
течения. Они являются особыми точками поля скоростей. 

 
Рис. 1. Область фильтрации 

 Поле скоростей жидкости ( )tM ,υr в каждый момент времени t  всюду в 
области течения D  (см. рис. 1), за исключением особых точек, удовлетворяет 
системе уравнений [1]: 
                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 03-01-96433). 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) DMtMMHytMMHx yx ∈=
∂
∂+

∂
∂ ,,, 0υυ . (1.2) 

Пусть неподвижная гладкая граница Γ  делит область фильтрации D  
на области 1D  и 2D , в которых слои характеризуются проводимостями 1P  и 

2P  (см. рис. 1). Полагаем, что ( )MPkP νν = , где νk  – постоянные, 2,1=ν . 
Скачок проводимости на границе Γ  обусловлен изменением коэффициента 
проницаемости. 
 В области фильтрации D  также присутствует изменяющаяся с 
течением времени область tD , ограничена кривой tΓ , в которой движется 
жидкость постоянной вязкости 2µ . Вне области tD  находится жидкость 
постоянной вязкости 1µ . Скважины в области tD  нагнетают (отбирают) 
жидкость вязкости 2µ , а вне этой области – жидкость вязкости 1µ . Граница 

tΓ  изменяется так, что её в любой момент времени можно моделировать 
простой (без самопересечений) кривой класса Ляпунова. 

Полагаем, что положение области tD  (границы tΓ ) в начальный 
момент времени 0=t  известно, которое обозначим 0D  ( 0Γ ). Параметричес-
кое уравнение границы 0Γ  имеет вид (σ – параметр): 
 00     , )(0  при Γ∈== Mrrt M σrr . (1.3) 

Область фильтрации может ограничивать непроницаемая граница 1L  и 
(или) эквипотенциальная граница 2L . На границе 1L  должно выполняться 
условие непроницаемости. В этом случае 1L  является линий тока и может 
моделировать границу тектонического сброса (линию сброса). На границе 

2L  задано давление жидкости, которое в общем случае является функцией 
времени. Эту границу обычно называют контуром питания, и она 
моделирует границу пласта со свободной жидкостью (например, водоёмом). 

В области течения D  также может присутствовать сингулярная линия 
0L . Если проводимость слоя на ней обращается в ноль, обозначим её 01L . 

Когда же проводимость слоя на сингулярной линии обращается в 
бесконечность, обозначим её 02L . Сингулярная линия 02010 LLL ∪=  служит 
границей области фильтрации D . Таким образом, в общем случае под 
областью D  понимается 21 DDD ∪= . Обозначим 0CDD ∪= , 00 LCC ∪= , 
где контур 21 LLC t ∪∪Γ∪Γ=  обходится по часовой стрелке. Источники 
(стоки) течения располагаются только в области D , на контуре C  их нет. 

Пусть известно невозмущённое поле скоростей ( )tM ,0υ
r  течения 

«разноцветных» жидкостей ( 121 == µµ ) в неоднородной среде ( 121 == kk ), 
когда отсутствуют границы 1L  и 2L . Это поле скоростей обусловлено 
работой скважин дебита iq , расположенных в точках iM 0 , mi K,,21= , 
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которые моделируются источниками (стоками) мощности iq , mi K,,21=  в 
области фильтрации D . Тогда поле скоростей ( )tM ,0υ

r  имеет вид: 

 ( ) ( ) ( ) DMMMFtqtM
m

i
iii ∈=∑

=

,,,
1

00
rrυ , (1.4) 

Функции ( )ii MMF 0,
r

 имеют сингулярность типа 
iMM rr

0
1 rr −  в точках 

нахождения особенностей iM 0  и зависят от закона изменения проводимости 
слоя. Скорость ( )tM ,0υ

r  всюду в области D , за исключением особых точек, 
удовлетворяет основным уравнениям (1.2) и граничному условию на 
сингулярной линии 0L  [1]. 

Учтём поле скоростей ( )tM ,0υ
r  и представим искомое поле скоростей 

( )tM ,υr  следующим образом: 
 ( ) ( ) ( ) DMtMVtMtM ∈+= ,,,,

rrr
0υυ , (1.5) 

где ( )tMV ,
r

 – скорость возмущения, обусловленного наличием границ C . 
Скорость возмущения ( )tMV ,

r
 должна удовлетворять основным уравнениям 

(1.2) и соответствующим условиям на границах Γ , tΓ , 1L , 2L  и 0L  [1]. 
На границе Γ  выполняются условия сопряжения для нормальной и 

касательной составляющих скорости возмущения 
 ( ) ( )tMVtMV nn ,, −+ = ,  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Γ∈=+−− −+ MtMtMVtMV kkk ,211 0 ,,, τττ υλλλ . (1.6) 
Здесь «+» («–») обозначены предельные значения соответствующих величин 
при подходе к границе со стороны нормали nr  (или противоположной 
стороны). Нормаль направлена в область 1D , а вектор касательной τr  здесь и 
далее образует с вектором нормали nr  правовинтовую систему. Параметр 

( ) ( )2121 kkkkk +−=λ , ( )11;−∈kλ . 
 Полагаем, что при движении одна жидкость полностью замещает 
другую («поршневое» вытеснение) и капиллярные силы пренебрежимо 
малы по сравнению с силами гидродинамического давления. Тогда на 
подвижной границе tΓ  выполняются условия непрерывности расхода 
жидкости и давления, которые для скорости возмущения имеют вид: 
 ( ) ( )tMVtMV nn ,, −+ = ,  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Γ∈=+−− −+ MtMtMVtMV kkk ,211 0 ,,, τττ υλλλ . (1.7) 
Здесь параметр ( ) ( )1212 µµµµλµ +−= , ( )11;−∈µλ  и нормаль направлена 
из области tD . 
 Если область фильтрации ограничивает кривая 1L , то на ней 
выполняется условие непроницаемости 
 ( ) ( ) 10 LMtMtMV nn ∈−=+ ,,, υ . (1.8) 
На эквипотенциальной границе 2L  выполняется условие постоянства 
давления, то есть 
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 ( ) ( ) 20 LMtMtMV ∈−=+ ,,, ττ υ . (1.9) 
На сингулярной линии 01L  выполняется условие отсутствия расхода 
жидкости 
 ( ) ( ) 010 LMtMVMH n ∈= ,, , (1.10) 
а на сингулярной линии 02L  выполняется условие постоянства давления 
 ( ) 020 LMtMV ∈= ,,τ . (1.11) 
 Если область D  содержит бесконечно удалённую точку, то скорость 
возмущения должна затухать на бесконечности 
 ( ) ∞→→ CM,tMV ρ   при  0),( . (1.12) 
Здесь ( )CM ,ρ  – расстояние между точкой M  и контуром C . 
 В начальный момент времени 0=t  положение подвижной границы 
определяется уравнением (1.3). Для нахождения положения границы tΓ  в 
последующие моменты времени 0>t  запишем дифференциальное 
уравнение её движения. Учитывая связь физической скорости и скорости 
фильтрации, согласно [2] это уравнение имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )[ ] t
M MtMVtMVtM
td

rd
Γ∈++= −+ ,,,

2
1,0

rrr
r

υ . (1.13) 

Таким образом, нахождение поля скоростей ( )tM ,υr  и положения 
границы tΓ  в кусочно-неоднородном слое сводится к отысканию скорости 
возмущения ( )tMV ,

r
, удовлетворяющей уравнениям (1.2), условиям (1.6) –

 (1.12), и интегрировании дифференциального уравнения движения границы 
(1.13) при начальном условии (1.3). 

2. Полагаем, что кривые Γ , tΓ , 1L , 2L  в любой момент времени можно 
моделировать кривыми класса Ляпунова. Будем искать скорость 
возмущения ( )tMV ,

r
 в виде потенциала вихревого слоя, распределённого с 

плотностью ( )tNg ,  на границе Γ , ( )tNf ,  на границе tΓ , ( )tNh ,1  на границе 
1L  и ( )tNh ,2  на границе 2L : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ++= ∫∫
ΓΓ t

NBNB dNMVtNfdNMVtNgtMV l
r

l
rr

,,,,, **   

           ( ) ( ) ( ) ( ) DMdNMVtNhdNMVtNh
L

NB
L

NB ∈++ ∫∫ ,,,,, **

21

21 l
r

l
r

. (2.1) 

Здесь ( ) ( ) ( )NKNMVNMV BB ,,* rr
= , ( )NMVB ,

r
 – скорость в точке M, от 

нормированного вихря, расположенного в точке N. Эта скорость выражается 
через функцию тока вихря ( )NM ,Ψ  по формуле [2] 

 ( ) ( )
( ) ( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

Ψ∂
−

∂
Ψ∂

= j
x

NMi
y

NM
MH

NMV
MM

B
rrr ,,1, , (2.2) 

где i
r

 и j
r

 – орты координатных осей Ox и Oy. При наличии в области 
фильтрации сингулярной линии 0L  скорость ( )NMVB ,

r
 удовлетворяет 
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граничным условиям (1.10) и (1.11). Поэтому скорость возмущения (2.1) 
тоже удовлетворяет этим условиям. Для скорости возмущения также 
выполняется условие на бесконечности (1.12). 

Непрерывно продолжим скорость ( )tMV ,
r

 на границы Γ , tΓ , 1L  и 2L . 
Следуя [2], получаем её предельные значения: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,,,,

,,,,,

212

2

LLMtMtMVtMV

MtMtMVtMV

M

tM

∪∈+=

Γ∪Γ∈±=

+

±

τδ

τδ

rrr

rrr

 (2.3) 

Здесь под ( )tMV ,
r

 понимается прямое значение скорости возмущения (2.1) 
на контуре C , ( )tM ,δ  – плотность распределения особенностей на 
соответствующей границе: ( ) ( )tMgtM ,, =δ , Γ∈M ; ( ) ( )tMftM ,, =δ , 

tM Γ∈ ; ( ) ( )tMhtM ,, 1=δ , 1LM ∈ ; ( ) ( )tMhtM ,, 2=δ , 2LM ∈ . 
 Из (2.3) следует, что нормальные составляющие предельных значений 
скорости возмущения на границах Γ  и tΓ  непрерывны. Подставляя (2.3) в 
условия (1.6) – (1.9) получаем систему неоднородных интегральных 
уравнений типа Фредгольма: 
 ( ) ( ) Γ∈=− MtMtMVtMg kk ,,,),( ττ υλλ 022 , (2.4) 
 ( ) ( ) tMtMtMVtMf Γ∈=− ,,,),( τµτµ υλλ 022 , (2.5) 
 ( ) ( ) 10 LMtMtMV nn ∈−= ,,, υ , (2.6) 
 ( ) ( ) ( ) 202 22 LMtMtMVtMh ∈−=+ ,,,, ττ υ , (2.7) 
где ( ) ( ) MtMVtMV ττ

rr
⋅= ,,  и ( ) ( ) Mn ntMVtMV rr

⋅= ,,  – касательная и 
нормальная составляющая прямого значения скорости возмущения на 
соответствующей границе. Уравнения (2.4), (2.5) и (2.7) представляют собой 
интегральные уравнения второго рода, а уравнение (2.6) –интегральное 
уравнение первого рода. 

Подставляя (2.3) в (1.13), получим уравнение движения границы tΓ : 

 ( ) ( ) t
M MtMVtMtd

rd
Γ∈+= ,,,

rr
r

0υ . (2.8) 

Следовательно, для нахождения скорости возмущения ( )tMV ,
r

 
необходимо решить систему уравнений (2.4) – (2.7) относительно плотности 
вихревого слоя на контуре C . Вычислив интеграл (2.1) получаем искомую 
скорость. Положение границы tΓ  находим решая дифференциальное 
уравнение (2.8) при начальном условии (1.3). Так как уравнение (2.5) 
записано на подвижной границе, то уравнения (2.1), (2.4) – (2.8) следует 
решать совместно. 

Уменьшим число уравнений в полученной системе. Для этого 
исключим ( )tMf ,  из уравнения (2.8). Умножив (2.8) скалярно на 
единичный вектор касательной Mτ

r  в точке M границы tΓ  и используя 
уравнение (2.5), получим 
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 ( ) tM
M Mtd

rdtMf Γ∈⋅= ,, τλµ
r

r
2 . (2.9) 

Следовательно, плотность распределения особенностей ( )tMf ,  по 
границе tΓ  пропорциональна касательной составляющей скорости движения 
границы tΓ  в данной точке M. Учитывая (2.1) и (2.9), введём обозначение 

 ( ) ( ) ( ) ( ) +⋅+= ∫∫
ΓΓ t

NBN
N

NB dNMVdt
rddNMVtNgtMV l

rr
r

l
rr

,,,, *** τλµ2   

          ( ) ( ) ( ) ( ) DMdNMVtNhdNMVtNh
L

NB
L

NB ∈++ ∫∫ ,,,,, **

21

21 l
r

l
r

. (2.10) 

Из (2.8) получим векторное интегро-дифференциальное уравнение 
движения границы tΓ  

 ( ) ( ) t
M MtMtMVtd

rd
Γ∈=− ,,,*

0υ
rrr

. (2.11) 

Интегральные уравнения (2.4), (2.6), (2.7) для определения плотностей 
( )tMg , , ( )tMh ,1 , ( )tMh ,1  примут вид: 

 ( ) ( ) Γ∈=− MtMtMVtMg kk ,,,),( *
ττ υλλ 022 , (2.12) 

 ( ) ( ) 10 LMtMtMV nn ∈−= ,,,* υ , (2.13) 
 ( ) ( ) ( ) 202 22 LMtMtMVtMh ∈−=+ ,,,, *

ττ υ , (2.14) 
где ( )tMV ,*

τ  и ( )tMVn ,*  – касательная и нормальная составляющая прямого 
значения скорости возмущения (2.10) на соответствующей границе. 

Таким образом, изучение движения границы tΓ  в кусочно-
неоднородных слоях сводится к решению эволюционной задачи для 
системы интегро-дифференциального (2.11) и интегральных (2.12) – (2.14) 
уравнений при начальном условии (1.3). 

Решение поставленной задачи упрощается, если границы Γ , 1L  и 2L  
имеют канонический вид (прямая, окружность). В этом случае поле 
скоростей ( )tM ,0υ

r  и скорость вихря ( )NMVB ,
r

 выбираем таким образом, 
чтобы граничные условия на этих границах выполнялись. Тогда следует 
положить ( ) 0=tMg , , ( ) 01 =tMh , , ( ) 01 =tMh ,  и необходимость в 
уравнениях (2.12) – (2.14) отпадает. Интегро-дифференциальное уравнение 
(2.11) принимает вид 

 ( ) ( ) tNBN
NM MtMdNMVtd

rd
td

rd

t

Γ∈=⋅− ∫
Γ

,,,*
02 υτλµ
r

l
rr

rr
. (2.15) 

При отсутствии границ Γ , 1L  и 2L  интегро-дифференциальное 
уравнение движения границы tΓ  имеет тот же вид (2.15). В указанных 
случаях нахождение положения границы tΓ  в любой момент времени 
сводится к эволюционной задаче для интегро-дифференциального 
уравнения (2.15) при начальном условии (1.3) [3]. 
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3. Полученная система уравнений (2.11) – (2.14) решается численно с 
помощью метода дискретных особенностей. В случае присутствия в области 
фильтрации только границ Γ  и tΓ  схема численного решения уравнений 
приведена в работе [4]. На эквипотенциальной границе 2L , как и на границе 
Γ , имеет место интегральное уравнение второго рода. Поэтому уравнение 
на границе 2L  решается аналогично уравнению на границе Γ . На 
непроницаемой границе 1L  имеет место интегральное уравнение первого 
рода. Для численного решения такого уравнения необходимо использовать 
специальный подход. В работе для этого случая применялся численный 
метод, разработанный и обоснованный в монографии [5]. 

Рассмотрим работу системы нагнетательной и эксплуатационной 
скважин в кусочно-неоднородном слое, проводимость которого изменяется 
по степенному закону syP = . В этом случае область фильтрации D  
ограничивает сингулярная линия 0:0 =yL , на которой проводимость слоя 
обращается в ноль ( 0>s , 01L  – линия сброса) или бесконечность ( 0<s , 

02L  – контур питания). Нагнетательную скважину моделируем источником 
полной мощности иΠ , а эксплуатационную – стоком полной мощности сΠ . 
Считаем, что нагнетательная скважина находится в точке с координатами 
( )ии yx , , а эксплуатационная – в точке ( )сс yx , . Для потенциала 
невозмущённой скорости в рассматриваемом случае имеем [6]: 
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Здесь 
( )

и(с)

2
и(с)

22
и(с)

и(с) 2yy
yyxx ++−

=ω , νQ  – функция Лежандра второго рода. 

Невозмущённое поле скоростей вычисляется по формуле 
 00 ϕυ ∇= Kr . (3.2) 
Функция тока вихря Ψ  имеет вид: 
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Здесь ( )ηξ ,  – точка расположения вихря, ( )
η

ηξ
y

yxz
2

222 ++−
= , 1−=γ . 

Считаем, что скважины работают с постоянными и равными по 
модулю дебитами. То есть ( ) qyxHq =Π= ииии , , ( ) qyxHq −=Π= cccc , . 
Скважины находятся на расстоянии c  от сингулярной линии 0L . Расстояние 
между источником и стоком обозначим d . Ось Oy  проведём посередине 
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между скважинами. Тогда для их координат получим ( ) ( )cdyx ,, 2ии −= , 
( ) ( )cdyx ,, 2cc = . Границу Γ  будем моделировать окружностью радиуса R , 
центр которой находится посередине между источником и стоком в точке 
( )c,0 . Первоначальное положение границы tΓ  совпадает с контуром 
нагнетательной скважины и представляет собой окружность радиуса 0R  с 
центром в точке расположения источника. 

В качестве характерного размера выберем расстояние d . За 
характерное время T  возьмём время zT  загрязнения эксплуатационной 
скважины нагнетаемой жидкостью при отсутствии границы Γ  ( 0=kλ ) и 
сингулярной линии 0L  (однородный слой). Это время определяется по 
формуле 

 ( )dRq
dT <<= 0

2

3
π . (3.4) 

В этом случае безразмерный дебит 3π=q . Также положим 
dRR c 0100 ,== , dR 1250,= . 

Исследуем зависимость времени zT  от параметра µλ  для различных 
значений расстояния c . Изучим три предельных случая изменения 
проводимости слоя. В первом случае полагаем, что по степенному закону 
изменяется толщина слоя ( )0>= syH s , а его проницаемость постоянна 
( 1=K ). На рис. 2 показана зависимость времени загрязнения 
эксплуатационной скважины zT  от параметра µλ  в слое 4yH =  для 
различных значений расстояния до сингулярной линии c . 
 

 
Рис. 2. Зависимость времени zT  от µλ  в слое 4yH =  
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При расчётах полагали что 0=kλ  (неоднородный грунт). Предельному 
случаю ∞=c  соответствует работа скважин в однородном неограниченном 
пласте. Видим, что при 1>c  с увеличением вязкости нагнетаемой жидкости 
время zT  увеличивается. При 4=c  зависимость мало отличается от случая 

∞=c , то есть при 4>c  влияние сингулярной линии 01L  на время zT  мало. 
Во втором случае полагаем, что по степенному закону изменяется 

проницаемость слоя ( )0>= syK s , а его толщина постоянна ( 1=H ). На 
рис. 3 показана зависимость времени zT  от параметра µλ  в слое 4yK =  для 
различных значений расстояния c . Для всех значений c  с увеличением 
вязкости нагнетаемой жидкости время zT  увеличивается. Как и в случае 
изменения толщины слоя при 4>c  влияние сингулярной линии 01L  на 
время zT  мало. Сравнивая рис. 2 и рис. 3, видим, что при изменении 
толщины слоя время zT  сильнее зависит от расстояния c . 
 

 
Рис. 3. Зависимость времени zT  от µλ  в слое 4yK =  

В третьем случае полагаем, что по степенному закону изменяется 
проницаемость слоя ( )0>= − syK s , а его толщина постоянна ( 1=H ). На 
рис. 4 показана зависимость времени zT  от параметра µλ  в слое 4−= yK  для 
различных значений расстояния c . Видим, что при 1>c  с увеличением 
вязкости нагнетаемой жидкости время zT  увеличивается. Сравнивая рис. 2, 
рис. 3 и рис. 4, замечаем, что сингулярная линия 02L  оказывает наиболее 
сильное влияние на время zT . С удалением от сингулярной линии во всех 
рассмотренных случаях зависимости стремятся к зависимости при ∞=c . 
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Рис. 4. Зависимость времени zT  от µλ  в слое 4−= yK  

Отметим, что во всех исследованных случаях изменения 
проводимости слоя с увеличением неоднородности слоя (параметра s ) 
зависимость времени zT  от расстояния c  усиливается и время zT  растёт. 
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ЭВОЛЮЦИЯ ВРАЩЕНИЙ ДИНАМИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОГО 

СПУТНИКА ПОД ДЕЙСТВИЕМ ГРАВИТАЦИОННЫХ И 
СВЕТОВЫХ МОМЕНТОВ 

С.Г. Суксова 
Одесская государственная академия строительства и архитектуры 

 
Рассматривается движение динамически симметричного спутника 

относительно центра масс под действием совместного влияния моментов сил 
светового давления и гравитационного притяжения. Проводится усреднение 
уравнений движения по движению Эйлера-Пуансо. Проведено исследование 
возмущенного движения и описаны траектории движения вектора кинетического 
момента L. 

 
Рассмотрим движение спутника относительно центра масс под 

действием совместного влияния моментов сил светового давления и 
гравитационного притяжения. Вращательные движения рассматриваются в 
рамках моделей динамики твердых тел, центры масс которых движутся по 
эллиптическим орбитам вокруг Солнца. Задачи динамики обобщаются и 
осложняются учетом различных возмущающих факторов и в настоящее 
время остаются достаточно актуальными. Исследованию вращательных 
движений тел относительно центра масс под действием возмущающих 
моментов сил различной природы (гравитационных, светового давления и 
др.), близкому к проводимому ниже, посвящено много работ (см. [1-10]) и 
библиографию к этим работам. 

Введем три правых декартовых системы координат, начало координат 
совместим с центром инерции спутника [1, 2]. Система координат OXYZ 
движется поступательно по орбите Солнца вместе со спутником; ось Y 
параллельна нормали к плоскости орбиты, ось Z – направлению радиус-
вектора орбиты в ее перигелии, ось X – направлению вектора скорости 
центра масс в перигелии. 

Положение вектора кинетического момента тела L относительно его 
центра масс в системе координат OXYZ определим углами ρ и σ, как 
показано в [1-3]. (L – кинетический  момент тела относительно его центра 
масс). Для построения системы координат OL1L2L, связанной с вектором L, 
в плоскости OYL проведем ось L1, перпендикулярно к вектору L и 
составляющую тупой угол с осью Y. Ось L2 дополняет оси L1 и L до правой 
системы координат. Оси связанной системы координат Oxyz совместим с 
главными центральными осями инерции. Взаимное положение главных 
центральных осей инерции и осей L, L1, L2 определим углами Эйлера [1-3]. 
При этом направляющие косинусы αij осей x, y, z относительно системы 
OL1L2L выражаются через углы Эйлера ϕ, ψ, θ по известным формулам [1]. 

Будем пренебрегать моментами всех сил, кроме гравитационных и сил 
светового давления. В [1] приведена сравнительная оценка гравитационных 
моментов и моментов сил светового давления для спутника Солнца. Для 
общей ситуации показано, что момент сил светового давления на несколько 
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порядков больше гравитационного. В рассматриваемой ниже задаче момент 
сил светового давления предполагается того же порядка малости ε2, что и 
гравитационный момент. Это достигается, например, распределением масс и 
соответствующей формой тела. 

Гравитационный момент, действующий на динамически 
симметричный спутник со стороны Солнца, имеет вид [3] 

 ( )32
20

2 3

1 cos3 ( )
2 (1 )g

e
M A C

e
ω ν

γ
+

′′= −
−

 (1)

Здесь ω0 – средняя угловая скорость движения, e – эксцентриситет 
орбиты спутника, γ″ –косинус угла между радиусом-вектором R и осью z. 

Допустим, что поверхность аппарата представляет собой поверхность 
вращения, причем единичный орт оси симметрии k направлен по оси Oz. 
Как показано в [1, 4], в этом случае для момента сил светового давления Mc, 
действующего на спутник, имеет место формула 

 Mc = (ac (εs) 2
0R / R2) er × k 

 ac (εs) 2

2
0

R
R = pc S (εs) ′

0Z  (εs), 
2

00 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

R
R

c
E

pc  (2)

Здесь er – единичный вектор по направлению радиус-вектора орбиты, 
εs – угол между направлениями er и k, так, что |er × k| = sin εs, R – текущее 
расстояние от центра Солнца до центра масс спутника, R0 – фиксированное 
значение R, например, в начальный момент времени, ac(εs) – коэффициент 
момента сил светового давления, S – площадь «тени» на плоскости, 
нормальной к потоку, ′

0Z - расстояние от центра масс до центра давления, pc 
– величина светового давления на расстоянии R от центра Солнца, c – 
скорость света, E0 – величина потока энергии светового давления на 
расстоянии R0 от центра Солнца. 

Далее полагаем [1] ac = ac (cos εs) и аппроксимируем ac полиномами по 
степеням cos εs. Момент сил светового давления имеет силовую функцию, 
зависящую только от положения оси симметрии тела в пространстве [1]. 
Представим функцию ac (cos εs) в виде 

  ac = a0c + a1c cos εs + … (3)
Далее рассмотрим отдельно только второй член разложения. 
Уравнения возмущенного движения динамически симметричного 

спутника при наличии силовой функции в переменных L, ρ, σ, ϕ, ψ, θ имеют 
вид [3] 

 1( sin ) ULσ ρ
ρ

− ∂
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∂
& , 1 1( sin ) U UL L ctgρ ρ ρ
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− −∂ ∂

= − +
∂ ∂
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  1 1 U ULA L ctg ctgψ ρ θ
ρ θ

− − ⎛ ⎞∂ ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

&  

Силовая функция U зависит от времени t через истинную аномалию 
ν(t) и от направляющих косинусов α3, β3, γ3 оси Oz относительно системы 
координат OXYZ; она имеет вид U = U(ν(t), α3, β3, γ3). 

К системе уравнений (4) необходимо присоединить уравнение, 
описывающее изменение истинной аномалии со временем 

( ) ( )
3 22 2

0 1 1 cosd e e
dt
ν ω ν

−
= − + , ( )

1
232 3

0
0

2 1 e P
Q
πω χ −⎡ ⎤= = −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5)

Здесь ω0 – средняя угловая скорость движения центра масс по 
эллиптической орбите, Q0 – период обращения спутника. e и P – 
эксцентриситет и фокальный параметр орбиты соответственно, χ – 
произведение постоянной всемирного тяготения на массу Солнца. 

Считаем силовую функцию состоящей из двух слагаемых, 
обусловленных влиянием гравитационного момента и момента сил 
светового давления U=Ug+Uc. Силовая функция, обусловленная влиянием 
гравитационного момента, записывается следующим образом [3] 

 ( )
( )

32
20

32

3 1 cos
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2 1
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e
U A C

e

ω ν
γ

+
′′= −

−
 (6)

Момент сил светового давления (2) эквивалентен наличию силовой 
функции 2 2

0(cos ) / (cos ) (cos )c s c s sU R R a dε ε ε−= − ∫ . 
Рассмотрим случай ac (cos εs) = a1c cos εs, соответствующий второму 

члену разложения функции ac (cos εs) (3). Силовая функция в этом случае 

имеет вид scsc a
R

RU εε 2
12

2
0 cos

2
)(cos −= , причем cos εs = γ3 cos ν + α3 sin ν. 

Введем в систему уравнений (4), (5) малые параметры. Предположим, 
что a1c ~ ε2. Исследуем решение системы (4), (5) при малом ε на большом 
промежутке времени t ~ ε-2. Для решения задачи применим метод 
усреднения [11]. Погрешность усредненного решения для медленных 
переменных составляет величину порядка ε на интервале времени, за 
который тело совершит ~ ε-2 оборотов. Усреднение по движению Эйлера-
Пуансо проводим по методике работы [1] для нерезонансных случаев. 

Уравнения (4) удобны для исследования движения в случае быстрых 
вращений. При быстрых вращениях, то есть при больших L, ψ возрастает 
почти равномерно и достаточно быстро. Поэтому ля выявления основных 
эффектов движения удобно усреднить уравнения движения по быстрой 
переменной ψ. Проводя такое усреднение, например, в уравнении для L&  (4) 
и учитывая, что U зависит от ψ периодически с периодом 2π, получим для 
усредненного движения 

0L =& , то есть L = L0. Кроме того, 
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Будем считать, что орбита спутника невозмущенная эллиптическая, и, 
используя (5), перейдем от независимой переменной t к новой независимой 
переменной ν. Введем функцию Uν и ее среднее по ψ значение 
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Тогда уравнение (7) можно записать в виде 
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Уравнение (10) описывает весьма медленные вековые и 
долгопериодические эффекты движения, а также периодические эффекты, 
обусловленные влиянием ν. Вековые и долгопериодические члены 
изменяются весьма медленно по сравнению со скоростью движения центра 
масс спутника по орбите. Для их выявления можно усреднить уравнение 
движения не только по ψ, но и по ν. Независимое усреднение по каждой 
фазовой переменной (ψ, ν) допустимо, если частоты этих переменных 
несоизмеримы, что мы будем предполагать. Такое двойное усреднение 
уравнений (4) сводится к усреднению по ν  уравнений (10). Получим 
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Согласно (9) и (11) получим усредненные по ψ и по ν  уравнения 
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Здесь 2
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Исследование возмущенного движения сводится к исследованию 
уравнений (12) движения вектора L. Так как ν меняется быстро, а σ – 
медленно, то σ – ν меняется быстро и поэтому многократно проходит через 
экстремальные значения (в тех точках, где σ – ν имеет значения ±πn/2, n = 0, 
1, 2…). 

Угол V между касательной к траектории и меридианом на единичной 
сфере определяется формулой 
  tg V = dσ sin ρ / dρ = ctg (σ – ν) cos ρ (13)
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По такой же формуле определялся угол при исследовании движения 
динамически симметричного спутника в гравитационном поле [1]. 

При σ – ν = 0 и σ – ν = ±π получаем tg V = ∞, и траектория касается 
параллели и имеет точку экстремума. При σ – ν =± π/2 и σ – ν = ± 3π/2 
получим tg V = 0, траектория имеет точку возврата. Из (13) следует, что 
траектория может проходить значения ρ = 90° только под прямым углом к 
экватору единичной сферы, а также, что при ρ0 < 90° точки возврата 
являются точками минимума ρ, а точки касания – точками максимума ρ. 
При ρ0 > 90° заострения траектории ρ (σ) обращены к полюсам единичной 
сферы. 

Амплитуда колебаний ρ тем меньше, чем ближе значение ρ к 0 или π. 
Так как при прохождении через ρ = π/2 направление движения меняется, то 
в окрестности ρ = π/2 траектории имеют петли. В окрестности ρ = π/2 
скорость изменения σ очень мала, поэтому петли траектории имеют очень 
малую ширину и сдвигаются очень медленно. 

Автор благодарит Д.Д. Лещенко за ценные советы и полезные 
обсуждения. 

 
Литература. 

1. Белецкий В.В. Движение искусственного спутника относительно центра 
масс. М.: Наука. 1965. 416 с. 

2. Черноусько Ф.Л. О движении спутника относительно центра масс под 
действием гравитационных моментов // Прикл. математика и механика. 
1963. Т. 27. Вып. 3. С. 474-483. 

3. Белецкий В.В. Движение спутника относительно центра масс в 
гравитационном поле. М.: Изд-во МГУ. 1975. 308 с. 

4. Карымов А.А. Устойчивость вращательного движения геометрически 
симметричного искусственного спутника Солнца в поле сил светового 
давления // Прикл. математика и механика. 1964. Т. 28. Вып 5. С. 923-930. 

5. Поляхова Е.Н. Космический полёт с солнечным парусом: проблемы и 
перспективы. М.: Наука. 1986. 304 с. 

6. Сидоренко В.В. О вращательном движении космического аппарата с 
солнечным стабилизатором // Космич. исслед. 1992. Т. 30. Вып 6.  
С. 780-790. 

7. Сазонов В.В. Движение астероида относительно центра масс под 
действием момента сил светового давления // Астрон. вестник. 1994. 
Т.28, №2. С. 95-107. 

8. Лещенко Д.Д., Шамаев А.С. О движении спутника относительно центра 
масс под действием моментов сил светового давления // Изв. АН СССР. 
Механика твердого тела. 1985. №1. С. 14-21. 

9. Акуленко Л.Д., Лещенко Д.Д. Эволюция вращений трехосного спутника, 
близкого к динамически-сферическому, под действием моментов сил 
светового давления // Изв. РАН. Механика твердого тела. 1996. №2.  
С. 3-12. 



 69

10. Лещенко Д.Д. Эволюция вращений трехосного тела под действием 
момента сил светового давления // Изв. РАН. Механика твердого тела. 
1997. №6. С. 17-26. 

11. Митропольский Ю.А. Метод усреднения в нелинейной механике. Киев. 
Наук. думка, 1971. 440 с. 

 
 
 
УДК 532.546 
ВЛИЯНИЕ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ СКВАЖИН НА ПОЛЕ ДАВЛЕНИЙ 
ВНУТРИ ПЛАСТА ПРИ УПРУГОМ РЕЖИМЕ ФИЛЬТРАЦИИ 

ЖИДКОСТИ К СИСТЕМЕ СКВАЖИН С ПРЯМОЛИНЕЙНЫМИ 
ГРАНИЦАМИ КОНТУРА ПИТАНИЯ И РАЗДЕЛА 

НЕОДНОРОДНОСТЕЙ ПЛАСТА 
М.А. Фролов 

Орловский государственный институт экономики и торговли 
 
 В отличие от работ [1-8], ставится плоскопараллельная задача притока 
жидкости к системе совершенных скважин при упругом режиме фильтрации. 
Рассматриваются прямолинейные границы области питания и раздела сред разных 
проницаемостей. Исследуется влияние интерференции скважин на распределение 
поля давлений в пласте. Производится сопоставление со случаем стационарной 
фильтрации несжимаемой жидкости. 
 
 Рассмотрим нестационарную фильтрацию упругой капельной 
жидкости. Основным уравнением движения такой жидкости в упругой 
пористой среде является уравнение пьезопроводности Щелкачёва [2, 8]: 

 
t
pp
∂
∂

=∇2χ ,                                                   (1) 

где p  — давление, 
µ

χ
0m

kK
=  — коэффициент пьезопроводности, k  — 

коэффициент проницаемости среды, µ  — вязкость жидкости, 0m  — 

пористость среды при начальном давлении 0p , 
cж

ж
KmK

KK
01+

=  — 

приведённый модуль упругости жидкости в упругой пористой среде, жK  — 
модуль объёмной упругости жидкости, сK  — модуль упругости пористой 
среды. 
 При решении практических задач целесообразно использовать 
безразмерные величины. Введём безразмерные величины: давление, длину, 

время, коэффициент проницаемости среды, оператор Гамильтона: 
0p

pp =′ , 

0L
LL =′ , 

0t
tt =′ , 

0k
kk =′ , ∇=∇′ 0L . Здесь 0p , 0L , 0t , 0k  — характерные 
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значения соответствующих величин, их выбор определяется конкретным 
видом задачи. Безразмерный коэффициент пьезопроводности среды примет 

вид: 
0χ
χχ =′ , где 

µ
χ

0

00
0 m

Kk
= , 

cж

ж
KmK

KK
00

0 1+
= , cK0  — характерный 

модуль упругости пористой среды. Выразим величины, входящие в 
уравнение (1), через соответствующие им безразмерные величины: 

ppp ′= 0 , 
0L
∇′

=∇ , ttt ′= 0 , χχχ ′= 0 . Подставив последние соотношения в (1) 

имеем: 

t
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t
pp

L
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02
2
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0χχ . 

Полагая 1
00

2
0 =
t

L
χ

 и опуская штрихи, запишем уравнение (1) в 

безразмерных величинах: 

 
t
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∂
∂

=∇2χ .                                                 (1′ ) 

Таким образом, уравнение (1), записанное в безразмерных величинах, 
сохраняет свою форму. 
 Фундаментальное решение уравнения (1′ ), описывающее 
плоскопараллельное течение жидкости к точечному стоку единичной 
мощности 1=q  (мощность предполагается постоянной) в однородной среде, 
с коэффициентом пьезопроводности 1=χ , имеет вид: 
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Поставим задачу об определении функции давления ( )tMp  ,  в любой 
точке потока M , в любой момент времени t , при наличии системы 
совершенных скважин, расположенных в некоторой области D  с 
прямолинейным контуром питания nL  и прямолинейным контуром раздела 
сред разных пьезопроводностей L . 

Пусть в области D  расположено число n  совершенных скважин. 
Работу скважин, обладающих дебитами1 iq , будем моделировать точечными 
                                                 
1 Для эксплуатационных скважин дебиты положительны )( 0>iq , нагнетательных – отрицательны )( 0<iq . 
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стоками [1-7]. Полагаем, что координаты центра скважин ( )iii yxM 000  ,= , а 
их контуры ciL  — окружности радиусов ciR ni ,,1 K= . В качестве контура 

nL  выберем прямую 0=y . Предположим, что контур L  — прямая 0=x  
делит область D  на области 1D  и 2D . Область 1D  ( )0 ,0 >> yx  заполнена 
средой с коэффициентом пьезопроводности 1χ , а область 2D  ( )0 ,0 >< yx  
— средой, коэффициент пьезопроводности которой 2χ . Будем считать, что 
при переходе через границу L  коэффициент пьезопроводности изменяется 
скачком. Для определённости положим, что скачком изменяется лишь 
коэффициент проницаемости среды k , а величины жc KKm  , , , 0µ  остаются 
постоянными во всей области D . Поэтому, в дальнейшем, будем говорить 
лишь о коэффициенте k . 

Пусть в области 1D  расположено число 1n  скважин, а в области 2D  — 
число 2n  скважин ( 21 nnn += ). 

Начальные и граничные условия задачи согласно [2, 5, 8] следующие: 
( ) ,0 , =tMp  ,21 LDDM UU∈  при ,0=t                          (4) 
( )  ,0  ,  ,0 , ≥∈= tLMtMp n                                              (5) 

ii qq 0= , ni ,,1 K= , 0>t ,                                             (6) 

где iq0  ni , ,1 K=  — заданные произвольные постоянные дебиты скважин. 
 На контуре L  выполняются условия непрерывности давления и 
расхода жидкости [3, 5, 6]: 
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Таким образом, задача заключается в определении функции давления 
( )tMp  ,  в любой точке потока M , в момент времени 0>t , которая 

удовлетворяет уравнению (1′ ) и условиям (4) — (7). 
Радиальное течение жидкости к точечному стоку мощности q  в 

однородной безграничной среде с коэффициентом пьезопроводности 1=χ  
описывает функция вида: 
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Наличие границы L  вносит некоторое возмущение в характер течения 
жидкости. Предположим, что сток находится в области 0>x , которая 
заполнена средой с коэффициентом проницаемости 1k . Область 0<x  
заполнена средой с коэффициентом проницаемости 2k . Тогда функции 
давления в этих областях можно представить в виде: 
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где ( )tMp  ,*
1  и ( )tMp  ,*

2  возмущения, вызванные наличием границы L . 
Поскольку функция ( )tMp  ,0  удовлетворяет уравнению (1′ ), то функции 
возмущения ( )tMp  ,*

1  и ( )tMp  ,*
2  также удовлетворяют этому уравнению. 

Условия (4) — (7) для функций ( )tMp  ,*
1  и ( )tMp  ,*

2  примут вид: 
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В общем случае, если контур nL  отсутствует (находится в 
бесконечности), необходимо наложить дополнительное условие. Пусть N  
точка контура L , а NMr  — расстояние между точками N  и LM ∉ . Согласно 
[5] потребуем выполнения условия: 

( ) 0 , →∗ tMpν  при ∞→NMr .                                           (10) 

Условие (10) означает затухание возмущения на бесконечности, вызванного 
границей L . 
 Учитывая (8) и (9) имеем: 
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постоянные. Удовлетворяя (11) условиям ( 7′ ), определим постоянные A  и 
B . Имеем: 
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Тогда решение (11) запишем: 
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 Пусть теперь имеется контур питания nL : 0=y . Применим к (12), 
согласно [3, 5, 6] фильтрационную теорему о прямой. Получим давления: 
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где ( ) ( )20
2

0* yyxxr ++−= , ( ) ( )20
2

0*
~ yyxxr +++= . 

Система (13) описывает течение жидкости к скважине, расположенной 
в области 1D  при наличии прямолинейных контуров L : 0=x  и питания nL : 

0=y . Если источник находится в области 2D , то, проведя рассуждения 
аналогичным образом, получим: 
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 В общем случае, источники могут располагаться как в области 1D , так 
и в области 2D . Учитывая (13) и ( 31 ′ ), функции давления, описывающие 
течение жидкости к числу 1n  скважин расположенных в области 1D  и к 
числу 2n  скважин расположенных в области 2D , имеют вид: 
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 Удовлетворим (14) условиям ( 4′ ), (5′ ), (6), (10). Видно, что на 
границе: 0=x  имеют место равенства ii rr ~~

* = , ii rr *= . Следовательно, 
условие (5′ ) выполняется автоматически. Как следует из (3), условия ( 4′ ) и 
(10) тоже выполняются. Удовлетворим (14) условиям (6), имеем: 
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 Система (15) состоит из 2 уравнений и имеет 2 неизвестные величины: 
1P  и 2P . Решая систему (15), определяем искомые функции. 

 

Рис. Зависимость давления на контуре скважины от времени 
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 Кривые 1, 2 и 3 на рисунке показывают, как с течением времени 
изменятся давление на контуре скважины. Здесь ( )tMp ,  — давление в 
какой-либо точке контура скважины, устp  — давление в соответствующем 
случае установившейся фильтрации. Кривая 1 соответствует случаю, когда в 
грунте имеется три эксплуатационных скважины, кривая 2 — случаю двух 
эксплуатационных скважин, кривая 3 — случаю одиночной скважины. При 
расчёте принято: 0321 001.0 lRRRR cccc ==== , 001 lx = , 001 ly = , 002 2lx = , 

002 ly = , 003 3lx = , 003 ly = , 1=λ , 10030201 ==== qqqq , координаты точки 
M : cRxx += 01 , 01yy = . 
 Как видим, в первом случае зависимость )(tη  выражена более слабо. С 
ростом числа эксплуатационных скважин зависимость )(tη  ослабевает. 
 Упругий режим течения сказывается лишь на первоначальном этапе. 
При ∞→t , осуществляется переход к соответствующим случаям 
стационарного режима [1, 5, 6, 7]. В нашем случае, для кривой 1, уже при 

5.5=t  различие в давлениях не превышает 5%. 
 Проведённые исследования показывают, что формулы для 
стационарной фильтрации несжимаемой жидкости [1, 3-7], могут быть 
оценочными для упругого режима, вместо более сложных формул упругого 
режима. Рассмотренные задачи упругого режима фильтрации могут 
выступать в качестве тестовых, при разработке метода интегральных 
уравнений для уравнений параболического типа. 
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УДК 532.546 
ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ О 

ПРОДВИЖЕНИИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ЖИДКОСТЕЙ РАЗЛИЧНОЙ 
ВЯЗКОСТИ К ЭКСПЛУАТАЦИОННОЙ СКВАЖИНЕ В 

ОДНОРОДНОМ ГРУНТЕ 
Д.Е. Шестерин 

Орловский государственный университет 
 
Исследуется задача о продвижении границы раздела жидкостей различной 

вязкости в однородном грунте к эксплуатационной скважине. Приводится 
численная схема решения, исследуется зависимость времени «прорыва» жидкости к 
скважине от соотношения вязкостей жидкостей. 

 
Рассмотрим плоскопараллельную задачу об эволюции границы 

раздела жидкостей различной 
вязкости в однородном 
изотропном грунте. Пусть в 
безграничной области  D  
происходит фильтрация, 
обусловленная источниками и 
стоками течения. В области D  
имеется изменяющаяся с течением 
времени область tD , ограниченная 
кривой tΓ , в которой фильтруется 
жидкость с постоянной вязкостью 

2µ . Вне области tD  движется 
жидкость с постоянной вязкостью 1µ . Полагаем, что при движении одна 
жидкость полностью вытесняет другую, а капиллярные силы пренебрежимо 
малы. В начальный момент времени 0=t  положение границы 0Γ  считается 
известным и задается параметрическим уравнением: 

 При 0=t  ( )σ0rrM
rr

= , 0Γ∈M . (1) 
Кроме того, считается известным поле скоростей ( )M0υ , DM ∈  в 
отсутствии границы tΓ . Требуется найти положение границы tΓ  в любой  
момент времени 0>t . 

Нахождение положения границы tΓ  в любой момент времени сведено 
в известной работе [3] к эволюционной задаче для интегро-
дифференциального уравнения вида: 

 ( ) ( )MdlNMV
dt
rd

dt
rd

NBN
NM

t

0
* ,2 υτλµ

rrr
rr

=− ∫
Γ

  (2) 

при начальном условии (1), где tM Γ∈ , 
12

12
µµ
µµλµ +

−
= , ( )NMVB ,*r  – скорость 

в точке  M , создаваемая нормированным вихрем, расположенным в точке 

 

O  x

y  

tΓ  

2,µtD  

1µ
nr  
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N , Nτ
r - единичные вектор касательной к кривой tΓ  в точке N  (вектор 

касательной  Nτ
r   составляет правовинтовую систему с вектором нормали 

Nnr , направленной из области tD ), ( )M0υ  - поле скоростей в отсутствии 
границы tΓ . 

Решим уравнение (2) численно с помощью метода дискретных 
особенностей. Для этого разобьем подвижную границу tΓ  в момент времени 

pt  на pn  частей. Тогда положение границы tΓ  в момент времени pt  

задается множеством точек { }p
p
i

p
i niyx ..0,, = . В случае замкнутой границы 

tΓ  считаем что p
n

p
p

xx =0 , p
n

p
p

yy =0 . Отметим, что граница tΓ  разбивается 

таким образом, чтобы она обходилась по часовой стрелке. Начальное 
условие (1) примет вид: 

 при 0=t  { }0
00 ..0,,: niyx ii =Γ . (3) 

Запишем конечно-разностный аналог уравнения (2). Заменим 
производные по времени правыми разностями, производные по 
координатам центральными разностями, а интегралы по формуле 
прямоугольников. Так как в уравнении (2) интеграл по границе tΓ  
понимается в смысле главного значения по Коши, то в сумме, 
аппроксимирующей эти интегралы, следует выкинуть точку, в которой 
записывается соответствующее уравнение. На 1+p  шаге по времени 1+∆ pt  
получим для кривой tΓ  систему pn2  линейных алгебраических уравнений 
следующего вида: 
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Под 
ii yx 00 ,υυ  понимаются значения невозмущенного поля скоростей 

0υ
r  в i -той точке границы tΓ . Для замкнутой кривой tΓ  считаем, что 

pp
n xx

p 11 =+ , pp
n yy

p 11 =+ . Решая полученную систему уравнений (5) методом 

Гаусса относительно неизвестных 1+p
ix , 1+p

iy  ni ..1=  находим положение 
границы tΓ  в момент времени 1+pt  по ее положению в момент времени pt .  

Рассмотрим эволюцию границы раздела жидкостей различной 
вязкости к нагнетательной скважине. Будем считать, что в начальный 
момент времени 0=t  область tD  представляет собой круг с центром в 
начале координат единичного радиуса. На оси Ox  на расстоянии половины 
радиуса от начала координат расположена эксплуатационная скважина 
дебита 1=Q , будем моделировать ее точечным стоком. В процессе работы 
скважины в нее сначала будет поступать только жидкость вязкости 2µ  из 
области tD , а через определенное время произойдет «прорыв» к скважине 
жидкости из внешней области вязкости 1µ . Зависимость времени «прорыва» 
жидкости к скважине от соотношения вязкостей жидкостей µλ  приведена в 
таблице. 
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Таблица. Зависимость времени «прорыва» жидкости к скважине от µλ  

µλ  1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 
t  0,434 0,457 0,482 0,509 0,538 0,570 0,605 0,643 0,686 0,734

0/ =µλtt  0,550 0,580 0,611 0,646 0,682 0,723 0,768 0,816 0,871 0,931

µλ  0 -0,1 -0,2 -0,3 -0,4 -0,5 -0,6 -0,7 -0,8 -0,9 
t  0,788 0,851 0,926 1,010 1,100 1,210 1,330 1,460 1,611  

0/ =µλtt  1,009 1,090 1,175 1,281 1,396 1,536 1,688 1,853 2,043  

Расчет производился со следующими параметрами: шаг по времени 
001,0=∆t , число точек разбиения границы 100=n . 

 
Рис. Зависимость относительного времени прорыва от соотношения 

вязкостей жидкостей 
 

Литература 
1. Голубева О.В. Курс механики сплошных сред. М.: Наука. 1971. 368 с. 
2. Пивень В.Ф. Функции комплексного переменного в динамических 

процессах. Орел.: Изд-во ОГПИ, 1994, 148 с. 
3. Пивень В.Ф., Федяев Ю.С. Исследование двумерного продвижения 

границы раздела жидкостей различной вязкости в кусочно-
неоднородном слое со степенным законом изменения его проводимости 
// Труды Международных школ-семинаров «МДОЗМФ – 2003». Орел, 
2003, С. 53-67 



 80

АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ 
 

Аксюхин А.А.  5 

Буравлев И.В.  12 

Васильева Е.И.  15 
Верещагин Д.А.  17 

Дорофеева В.И.  21 

Зайцев А.А.  25 

Квасов А.А.  29 

Марков О.И.  34 

Никольская Т.А.  38 
Никольский Д.Н.  38 

Пивень В.Ф.  43, 54 

Суксова С.Г.  64 

Федяев Ю.С.  54 
Фомченков В.В.  25 
Фролов М.А.  69 

Шестерин Д.Е.  76 
Шпилевой А.Я.  15 

Юров А.В.   17 
 



 
 
 
 
 
 
 
 

Научное издание 
 

Т Р У Д Ы  
Международных школ-семинаров 

«Методы дискретных особенностей  
в задачах математической физики» 

Выпуск 3 
 
 
 
 

Компьютерная верстка – Ю.С. Федяев 
 
 
 

Подписано в печать 30.11.2004 г. Формат 60x84 1/6 
Усл. печ. л. 5. Заказ № 415 от 30.11.2004 г.  

Тираж 100 экз. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Отпечатано с готового оригинал-макета 
в ООО ПФ «Картуш» 

302020, г. Орел, ул. Матросова, 5. Тел. 41-65-94 


